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1 Rappels : quelques théorémes de théorie de la
mesure utiles pour le cours de processus stochas-
tiques

La théorie de la mesure permet de construire des objets appelés intégrales abs-
traites. Ce sont des généralisations de I'intégrale de Riemann classique vérifiant cer-
taines de ses propriétés : linéarité, positivité,. . .

[’intégrale d’une fonction mesurable définie sur un ensemble mesuré (2, F, )
et a valeurs dans (R, B(R)) (B(R) étant la tribu des boréliens) est construite en
trois temps que nous rappelons trés briévement pour mettre en évidence la logique
derriére la notion d’intégrale abstraite. Le lecteur intéressé par des résultats précis
sur cette construction est invité a consulter les premiers ouvrages de la bibliographie.

e Dans un premier temps, il est naturel de définir 'intégrale de la fonction indi-
catrice d’un ensemble mesurable A comme la mesure de cet ensemble A :

/ 1adp = p(A).
Q

Comme on souhaite que notre intégrale soit linéaire, on peut alors étendre la
définition aux fonctions étagées, i.e. ne prenant qu’un nombre fini de valeurs
a1 < -+ < ay. Sion note A; le sous ensemble de €2 ol une fonction étagée f
vaut oy (soit f =", a;14,), on définit l'intégrale de f par rapport a u par

/ fdp = Zoz/ 1y, dp = Zam(fli)-
Q i=1 & i=1

e Ensuite, on construit I'intégrale de fonctions mesurables positives par approxi-
mation par des fonctions étagées. Notons £ 'ensemble des fonctions étagées
positives. Pour une fonction mesurable positive, U'intégrale de f : Q2 — R* par
rapport a p est alors

/Qfd,u = sup /hdue[o;oo]

h<fheE+

e Finalement, on construit, quand c’est possible, I'intégrale de fonctions mesu-
rables quelconques en considérant ses parties positive, fT, et négative, f~, qui
sont bien des fonctions mesurables positives. Ainsisi f = fT — [~ est telle que
J fHduet fQ f~ du sont finies toutes les deux, on dit que f est intégrable et

on posc
/Qfdu:z/f+du—/f‘du-

Nous ne reviendrons pas ici en détails sur les notions de mesures, de tribus ou
encore de fonctions mesurables et nous renvoyons le lecteur intéressé vers un cours de
théorie de la mesure et de l'intégration. Rappelons simplement que, «en pratiquey,
toutes les fonctions rencontrées sont mesurables. En effet,



e toute fonction f : (R4 B(R?)) — (RP, B(RP)) continue par morceaux est me-
surable (d, p entiers quelconques)

e par définition, toute v.a. X : (2, F) — (R,B(R)) (ou tout vecteur aléatoire
X (Q,F) = (RY B(RY))) est mesurable.

Remarquons également que, par construction, 'intégrale de toute fonction positive
(mesurable) est bien définie mais qu’elle peut prendre la valeur +oc.

Le signification donnée a une intégrale abstraite dépend de la mesure p considérée.
Alinsi, si on choisit :

o (0, F) = (R B(R?)), et ula mesure de Lebesgue sur R?, on obtient l'intégrale
classique :

/Qf(w)ﬂ(dw) = » f(z)dx .

o (2,F)=(N,P(N)) et u la mesure de comptage sur N, on obtient la série :

Aﬂmmmwziym»

neN

e 1 une mesure de probabilité Py sur (€, F), représentant la loi d’une v.a. réelle
X (discréte, continue ou autre) on obtient une espérance :

‘Aﬂwmmo:éfwmﬂmozwﬂxn.

L’intérét de la notion d’intégrale abstraite est de regrouper sous un méme énoncé
des résultats concernant des objets de nature a priori différente : intégrale, série,
espérance. Nous utiliserons dans ce cours quelques résultats de la théorie de la mesure
et de l'intégration dont nous rappelons les énoncés ci-dessous, d’abord sous une
version générale théorie de la mesure, puis dans les cas particuliers de certaines
mesures.

1.1 Théoréme de convergence dominée

Ce théoréme est le résultat le plus souvent utilisé pour passer a la limite dans
une intégrale /espérance/série. Nous présentons d’abord le cas général puis le cas de
mesures particuliéres en corollaires : ce sont les résultats utilisés en pratique dans le
cours.

Théoréme 1.1.1 (Version générale). Soit (f,), oy une suite de fonctions mesurables
d’un espace mesuré (0, F, n) dans (R4, B(RY)). Si

e il existe une fonction f mesurable telle que pour p-presque tout w € €,

lim f(w) = f(w)

n—oo



o il existe une fonction g positive intégrable (i.e. telle que [, g(w)u(dw) < oo)
telle que pour p-presque tout w € €,

vn e N, |fow)] < g(w)

alors f est intégrable et

lim [ fo(w)p(de) = / fln(es) et Jim | |f,)  f(@)lu(d) =0.

n—oo 0] n—o0

Corollaire 1.1.2 (Version intégrale de Riemann classique). Soit (fy),cy une suile
de fonctions borélienne (i.e. mesurables de (RP, B(RP)) dans (R¢, B(R?))). Si

o il existe une fonction f mesurable telle que pour presque tout v € RP,
li =
Jim fu(z) = f(2)

o il existe une fonction g positive intégrable (i.e. telle que [, g(x) dx < 00) telle
que pour presque tout x € RP,

Vn e N, [fu(z)] < g(x)
alors f est intégrable sur RP et

lim falx)de = | f(x)dz et lim |fu(z) — f(z)|dz =0 .
RP

n—oo Rp n—o0 RP

Corollaire 1.1.3 (Version série). Soit (Unk),, rene Une suite, A double indice, de
réels. Si

o il existe une suite (uy),cy telle que pour tout k € N, limy, o0 tp i = uy,

o il existe une suite (Vi) positive sommable (i.e. telle que Y, v < 00) telle
que pour tout n,k € N, |u, x| < vy

alors (uy),ey est sommable et

lim E Up |y = E up et lim g [Upi; — ur| =0 .
n—oo n—o0

keN keN keN

Corollaire 1.1.4 (Version probabiliste). Soil (X5,), oy une suite de v.a. réelles dé-
finies sur un espace probabilisé (Q, F,P). Si

o il existe une v.a. réelle X telle que (X,,), oy converge vers X P-p.s.

e il existe une v.a. Y positive intégrable (i.e. telle que E[Y] < oo) telle que
P-p.s., pour tout n € N, | X,| <Y

alors X est intégrable el

lim E[X,] =E[X] et limE[X,—X|]=0.

n—o0 n—oo



1.2 Théoréme de convergence monotone

Moins souvent utilisé que le précédent, ce théoréme a ’avantage de ne pas nécés-
siter la condition de domination. Elle est néanmoins remplacée (rien n’est gratuit!)
par une condition de monotonie et de positivité. Remarquons que ’on n’obtient pas
I'intégrabilité de la fonction limite et que les intégrales considérées peuvent donc
étre infinies (mais elles restent bien définies car on ne considére que des fonctions
positives).

Théoréme 1.2.1 (Version générale). Soit (f,,), cy une suite de fonctions mesurables
positives d’un espace mesuré (Q, F, ) dans ([0, 00], B([0,00])). On suppose de plus
la suite (fn)neN croissante : pour p-presque tout w € €2,

VneN, fi(lw) < fom(w).

Alors la suite (fy),cn converge p-presque partout vers une fonction mesurable f a
valeurs dans [0, 00| et

n—o0

lim [ f()n(d) = / f(w)p(dw) -

Théoréme 1.2.2 (Version intégrale de Riemann classique). Soit (f,), oy une suite
de fonctions boréliennes positives (i.e. mesurables de (R, B(R?)) dans ([0, oc], B([0, o0])) ).
On suppose de plus la suite (f”)neN croissante : pour presque toul v € RY,

VneN, fu(z) < fori(z).

Alors la suite (fy),cy converge presque partoul vers une fonction mesurable f a
valeurs dans [0, 00] et

lim folz)de = [ f(z)dx
Rd

n—oo R4

Théoréme 1.2.3 (Version série). Soit (unr), one Une suite de réels positifs. On
suppose que, pour tout k € N, la suite (unvk)neN est croissante :

VneN, i < Upgik.

Alors il eziste une suite (uy)
limy, o0 Up i = uy €t

wen O valeurs dans [0, 00] telle que pour tout k € N,

lim g Upfp = E wy,
n—o0o

keN keN

Théoréme 1.2.4 (Version probabiliste). Soit (X,,), .y une suite de v.a. positives
définie sur un espace probabilisé (2, F,IP). On suppose que la suite (Xy), oy est
croissante :

VneN, P(X,<X,.1)=1.

Alors il existe une v.a. X a valeurs dans [0,00] telle que (Xy), oy converge vers
X P-p.s. et
lim E[X,] = E[X] € [0;00].

n—oo



1.3 Lemme de Fatou

Ce résultat permet encore d’étudier le comportement asympotique d’une suite
de fonctions/variables aléatoires positives. il sera peu utilisé dans ce cours et peut
étre omis lors d’une premiére lecture.

Théoréme 1.3.1 (Lemme de Fatou). Soit (f,),cy une suite de fonctions mesurables
de (0, F, ) a valeurs dans [0,00]. On a

n—0o0 n—

/lim inf f,dp < liminf/ fn dpe.
Q ~ Ja

Théoréme 1.3.2 (Lemme de Fatou, version probabiliste). Soit (X,,), .y une suile
de v.a. & valeurs dans [0,00]. On a

E [hmmfxn} < liminf E[X,].

n—oo n—oo

1.4 Théorémes de Fubini

Ces théoremes permettent d’échanger le sens d’intégration de deux intégrales
abstraites. On suppose que les mesures sont choisies parmi les mesures de probabilité,
de comptage sur un ensemble dénombrable ou de Lebesgue sur R? (ou un sous-
ensemble de RY) pour un certain d € N*.

Théoréme 1.4.1 (Fubini-Tonelli). Soit (21, F1, 1) et (Qa, Fa, pio) deux espaces me-
surés (tels que py et po soient des mesures de probabilité, de comptage sur un en-
semble dénombrable ou de Lebesgue). Soit f 1 (21 xQq, F1 X Fo) — ([0, 00}, B(]0, 00]))
une fonction mesurable positive. Alors :

1. les fonctions

W] — fwr, wo)po(dws) et wo — f (w1, wa) g (dwy)
QQ Ql

sont respectivement F, et Fo mesurables

2. on a l’égalité :

/ flwr,w2)pn ® prg(dwy, dwg)) = /
Q1 x9

Qo

= /Q1 ( . f(whwz)/ﬁz(dw)) pia (der)

( o f(w17w2)#1(dwl)> pi2(dws)

Théoréme 1.4.2 (Fubini-Lebesgue). Soit (21, Fi, pn) et (o, Fa, 1o) deus espaces
mesurés. Soil f une fonction intégrable de (21 X Qo, F1 X Fa, i1 @ o & valeurs dans
R. Alors :



1. les fonctions (définies presque partout)

Wy — fwy, wo)po(dws) et wo — f(wr, wa)p (dwy)
QQ Ql

sont intégrables respectivement sur (1, F1, 1) et sur (Qa, Fa, fi2)

2. On a Uégalité :
/ Jwi,wa)pr @ pro(dwy, dws) = / ( f(WhWZ)Nl(dWl)) pi2(dw)
Q1 xQ2 Qo Q1
= / ( f(WhWQ),uQ(de)) p1(dwr)
o \JQ,

Ainsi, en pratique, selon les mesures choisies, le premier théoréme nous permet
d’affirmer par exemple pour toute suite/fonction mesurable f positive :

d ZnGN ZkeN fn»k = ZkeN EneN fnvk’

ZnGN fRd fol(z)dz = fRd (ZneN fn(m)) dz

Jaa (fRd' ,y) dy) = Jra (fRd (z,y) dx) dy

EneNE[fn(X)] =E [Enean(X)]

S BL (2. X)) d2 = B f (. X) d]

Pour les fonctions quelconques, on commence par appliquer le théoréme de Fubini-
Tonelli & | f|, une fois qu’on a montré que la fonction était bien intégrable par rapport
a 1 ® g (ie. que l'intégrale de |f| par rapport aux deux mesures est finie), on peut
appliquer le théoréme de Fubini-Lebesgue a f et faire exactement le méme calcul
mais sans la valeur absolue.

1.5 Théoréme de dérivation sous le signe intégral

Le théoréme suivant est dérivé du théoréme de convergence dominée (d’oun I’hy-
pothése de domination) et permet d’étudier la régularité d’une intégrale abstraite a
parameétre.

Théoréme 1.5.1. Soit O un ouvert de R et (Q, F, u) un espace mesuré. On consi-
dére f: O x Q — R une fonction satisfaisant les conditions suivantes :

1. Pour tout x € O, la fonction w — f(x,w) est u-integrable.

2. Pour p-presque tout w € Q0 , la fonction x — f(x,w) est dérivable sur O.



3. Il existe une fonction intégrable g : Q) — R, telle que :
of
Pour p-p.t. w, Vo € O, O—(x,w) < g(w)
x

Alors la fonction x — [, f(x,w)u(dw) est dérivable sur O et

d of
Vz € O, %/Qf(x,w)u(dw):/Q%(x,w),u(dw).



2 Espaces I.” et fonctions caractéristiques

Dans tout le chapitre, nous allons introduire des outils techniques que nous uti-
liserons tout au long du cours. Le triplet (2, F,P) désignera I'espace de probabilité
sous-jacent et on identifiera les variables aléatoires et les classes de variables aléa-
toires P-p.s. égales.

2.1 Espaces LY
Définitions

e Pour p € [1,00], on note LP := IL? (2, F,P) l'espace vectoriel des (classes de)
variables aléatoires admettant un moment d’ordre p i.e.

P ={va X /E[|X|P] <oco}.
On note alors pour toute v.a. X € L7,
I1X11, = (B[ XPDY .

Si les v.a. ne sont pas dans L, on utilise encore parfois la notation [|.X||, avec
la convention [|X||, = oco.

Ezemples :

e Les v.a de lois gaussiennes, les v.a. de lois de Poisson sont dans ILP pour tout
p fini mais une v.a. de loi de Cauchy C(0,1) (i.e. de densité z — m) n’est

dans aucun LP, quel que soit p > 1.

a—1
mﬂé

e Une v.a. continue X, de densité f,(z) = 1,>1 pour a > 2 est dans Lot

mais pas dans L~ 1F€ quel que soit € > 0.

e Pour p = oo, on note > l'espace vectoriel des variables aléatoires P-p.s.
bornées i.e.
L*={va. X /3IM>0P(|X|<M)=1}
Attention, dans la définition précédente, le réel M est non aléatoire.

On note alors, pour toute v.a. X € L=,
| X, =inf{M, | X|<MP-ps.} .

Ezxemples :

e Une v.a. X de loi de Bernoulli B(p), p € [0, 1], est dans L™ et || X || = 1 pour
p > 0.

e Une v.a. X de loi binomiale B(n,p), p € [0,1],n € N*, est dans L™ et || X||o =
n pour p > 0.

e Une v.a. X de loi uniforme U([a,b]), —00 < a < b < 00, est dans L™ et
| Xl = max(|al, b).

e Les v.a. gaussiennes ne sont pas dans L*°.
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Inégalités et moments

La premieére inégalité importante est I'inégalité de Markov qui controle la queue
de la distribution en fonction du moment d’ordre p.

Théoréme 2.1.1 (Inégalité de Markov généralisée). Soit p € [1,00[. Pour tout
X e,

E[|X]P
Ya > 0, P(\X\Za)gw'
a
Démonstration. Soit a > 0.
X|P E[IX]|P
P(IX] Za)ZE[l\XIPZaP] SE['ap' 1|XP>ap:| = [Iap| ].

On en déduit 'inégalité de Tchebitchev :

Corollaire 2.1.2 (Inégalité de Tchebitchev). Pour tout v.a. X admettant une va-
riance (i.e. X € L?), on a linégalité suivante

VIX]

Va >0, P(X ~E[X]|>a) < —

Démonstration. On applique I'inégalité de Markov & la v.a. X —E[X ] en prenant p = 2. O

On poursuit avec 'inégalité de Jensen qui étend I'inégalité caractérisant les fonc-
tions convexes réelles a des lois de probabilités quelconques.

Théoréme 2.1.3 (Inégalité de Jensen). Soit une variable aléatoire X € L' (ou
positive) a valeurs dans un intervalle I et ¢ une fonction convexe I — R telle que
H(X) € L' alors :
6 (E[X]) < E[6(X)] .
Démonstration. Admis, voir par exemple la démonstration du théoréme 10.12 du livre
Probabilités 2, de Ouvrard O

Théoréme 2.1.4 (Inégalité de Holder). Soit p,q € [1,00] tels que 119 + % = 1. Pour
tout X €ILP et Y € L9, on a que le produit XY € L' et
E[IXY[] = XY < IX], 1Y, -

Démonstration. Le cas p = oo et ¢ = 1 est évident. Pour p €]1, oo[, I'inégalité peut étre
déduite de l'inégalité précédente. Soit E[|Y|?] = 0, dans ce cas la v.a. Y est nulle P-p.s. et
le résultat est évident. Soit E[|Y|?] > 0 et on utilise I'inégalité de Jensen avec z — zP et la

mesure de probabilité Q(dw) = %P(dw) :

E[|XY]] = E[[Y]'] / 1X] (@) Y] () Qdw)

1/p
<E[¥]"] ( / |X|f’<w>¥|—q<w>@<dw>)
=E[|Y]7]"? | X]|,
O

Remarque : Cas particulier : p = ¢ = 2. On retombe alors sur I'inégalité de Cauchy-
Schwarz,
VX, Y el E[XY[] <X, IV, -

11



Propriétés des espaces ILP
Théoréme 2.1.5. Pour tout p € [1,00], Uespace LP (2, F,P) est un sous espace
vectoriel de l’espace des (classes de) v.a. sur €.

Démonstration. Soit p € [1,00[ (le cas p = oo est laissé en exercice). Comme LP? (Q, F,P)
est un sous ensemble de I’espace vectoriel des (classes de) v.a. sur €, il suffit de vérifier qu’il

est stable par combinaison linéaire :
e il est clair que pour A € Ret X € L?, AX € ILP.

e Par convexité de la fonction x — 2P sur [0, 00, on a

z y\P _1 1
Vz,y >0, (f 7) < P SyP
T,y > 2-1-2 _2$+2y

soit
Yo,y >0, (z+y)" <227 (2P +47).

Ainsi, si X,Y € LP, d’aprés I'inégalité précédente et la linéarité de ’espérance,

E[IX +Y]P] <E[(|X]|+[Y])’] < 2P " (E[|XPP]+E[]YP]) < 00

et X +Y € P également.

Théoréme 2.1.6. Pour tout p € [1,00],
1. ||-[|, est une norme sur lespace LP i.e.
(a) [|X]|, >0 et (| X]|,=0ssi X =0P-p.s.)
(b) VA e R, AX][, = [A[IX],
(¢) pour tous X, Y € LP |
X+ Y|, <X, + Y], (inégalité de Minkowski).

2. L’espace (]Lp, ||Hp> est un espace de Banach (ie les suites de Cauchy sont des
suites convergentes).

Démonstration.
1. Le seul point non évident est l'inégalité de Minkowski. Le cas p = co est simple. Pour
le cas p < 0o, on utilise I'inégalité de Holder avec p et ¢ = p/(p — 1) €]1, 00]. En effet,

ona |X +Y|P~l € L7 et ainsi
X + Y| =E[|X +Y]"]
<E[|X]- X + VP 4 E[]Y]-[X 4 Y
< (1Kl + 1Y llp) 1(X +Y)P~ g
= (1X[lp + 1Y) I X + Y[~V

D’ou le résultat.
2. Admis, voir par exemple la démonstration du théoréme 10.12 du livre Probabilités 2,

de Ouvrard
O
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Théoréme 2.1.7. Si 1 <p < ¢ < oo, alors LY CLP et ||-||, < ||]l,-

Démonstration. On utilise Iinégalité de Jensen avec la fonction x — x9/?. Cette fonction
est bien convexe car % > 1. Soit X € 1L, on a donc :

(E[|XIP))*" <E[|X[P9/7] =E[|X]7].
g

Ainsi, par exemple, une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2 admet

également un moment d’ordre 1 et E[|X|] < \/E[X?].

Remarque : le théoréme 2.1.7 n’est valable qu’avec les espaces ILP associés a des
mesures finies et méme de masse totale 1 pour avoir I'inégalité des normes.

2.2 Fonctions caractéristiques

La fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle X détermine de fagon
unique sa loi de probabilité. 1l s’agit donc comme son nom l'indique d’une carac-
térisation des lois comme la fonction de répartition, la densité dans le cas de v.a.
continues, ou le germe de probabilité dans le cas de v.a. discrétes. La fonction carac-
téristique est, a un signe pres, la transformée de Fourier de la mesure de probabilité
Px. Ainsi, la régularité de cette fonction est liée a l'existence des moments de la
variable (cf. points 6 et 7 de la propriété 2.2.2 ci-dessous).

Définition 2.2.1. La fonction caractéristique de la v.a. réelle X est la fonction a
valeurs complexes définie par :

J R = C
CI)X-{ t — E[e"™] =E[cos(tX)] +iE[sin(tX)]

Remarque : E[|e"*|] = E[1] = 1 donc la fonction caractéristique est bien définie

sur R pour toute variable X (ce qui n’est pas le cas avec la transformée de Laplace :
t = E[eX)).

Ezemples :
e binomiale B(p) : t — ((1 — p) + pe*)™

e Poisson P(A) : t — e —1)

e Geéométrique G(p) : t — #j;)eit
e Uniforme Ua,b] : t — 6;:21;_7_6;3(1

e Exponentielle E(N) : t — )\ﬁit

2
itp—Z-t?

e Normale N(pu,0%) : t — e

e Cauchy C(u,a) : t — citn—alt|
(Rappel : densités des lois de Cauchy : x —
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Voici quelques propriétés plus ou moins élémentaires des fonctions caractéristiques.
Proposition 2.2.2. Soit X,Y deuz v.a. et x et Oy leur fonction caractéristique.
1. ®x est une fonction continue sur R bornée par 1 : vVt € R, |®x(t)] < 1.

Oy (0)=1.

Pour tout t € R, &x(—t) = Px(1).

St X et'Y sont indépendantes, alors ®x. .y = Ox - Py.

Pour tout a,b € R, Vt € R, ®,x 4(t) = ™Dy (at)
6. Si X admet un moment d’ordre k, alors ®x est C* sur R et pour tout ¢ < k,

o (0) = i'E[X]

7. Si ®x est C* sur R pour un k pair, alors X admet un moment d’ordre k et
pour tout £ < k,
Y (0) = i'E[X"]

Démonstration. Les points 1 & 5 peuvent étre démontrés & titre d’exercice. Le point 6 est
une conséquence du théoréme de dérivation sous le signe intégral. On renvoie & la proposition
12.14 de Probabilités 2, Ouvrard) O

Comme indiqué en préambule, les fonctions caractéristiques caractérisent la loi
d’une v.a.

Théoréme 2.2.3. Deux v.a. X et Y ont méme loi ssi ®x = Py

Démonstration. Admis (cf Théoréme 12.6 de Probabilités 2, Ouvrard) O

Un des intéréts des fonctions caractéristiques est de pouvoir calculer facilement
la loi de somme de variables aléatoires indépendantes en utilisant le point 4 de la
propriété 2.2.2.

Eremple :  Soit X et Y deux variables gaussiennes indépendantes de loi respective
N(px,0%) et N(py,o%). Calculons la fonction caractéristique de la somme Z = X +Y.
Par indépendance de X et Y,

o2 3 o2 . o2 402
Vt € R, (I)Z(t) _ ‘I)X(t)q)y(t) _ ez’t,uX—TXt?ezt/,Ly—TYtQ _ 61t(#x+uy)_4X; Y,t2.

Il s’agit de la fonction caractéristique de la loi N (ux + py,0% + %), la variable Z suit
donc cette loi.

Remarque : La réciproque du point 4 de la propriété 2.2.2 est fausse. En effet, si X
est une v.a. de loi de Cauchy C(0, 1) alors, ®ox () = ®x(2t) = e 2 = dx (¢)Dx(t)
mais la variable X n’est pas indépendante d’elle-méme.

Théoréme 2.2.4 (Formule d’inversion).
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1. Soit X une v.a.réelle telle que sa fonction caractéristique ®x est intégrable sur
R, [ |[®x(t)|dt < oo, alors X est une v.a. continue dont la densité est donnée

par .

1 )
Vx € R, fX(J]) = /6_Zt$(I)X(t) dt
R

T or
2. Réciproquement, soit ® : R — C une fonction intégrable telle que la fonction
f définie par
1 )
Ve e R, f(z)=— / e TP (t) dt
27 R

est la densité de probabilité d’une v.a. X alors ® est la fonction caractéristique
de X.

Démonstration. Admis (cf Ouvrard, Probabilités, Tome 2) O

Le second point du théoréme précédent permet de calculer simplement la fonction
caractéristique de la loi de Cauchy donnée dans les exemples. Considérons la fonction
P : t — e Il qui est bien intégrable sur R. Alors, la fonction f du théoréme est bien
définie et

1 .
Ve e R, f(z) = — / e~ It gt
R

27

1 00 ) 0 ]

S (/ efltxft dt +/ e*ltdﬁ‘Ft dt)
2T 0 e
1 o—(L+iz)t 10 p(1—ix)t 0
s [—(1—#%)}0 [(1—236)}_00

1 L1 B 1
C2n \1+4iz 1—iz) 7w(l+22)

La fonction f est bien la densité de la loi de Cauchy C(0,1) et d’aprés le point 2
du théoréme précédent, t — e !l est donc la fonction caractéristique de la loi de
Cauchy C(0,1).

Finalement, tous ces résultats s’étendent au cas de vecteurs aléatoires, si on
remplace le produit classique par le produit scalaire. La fonction caractéristique du
vecteur aléatoire X = (X1,...,X,) a valeurs dans R? est définie par :

R4 — R
®X : t = (tlu---7td) — E[el<tlx>i| :E[eizzz1thk:|
La encore :

Théoréme 2.2.5. La fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire caractérise la
lot du vecteur : deux vecteurs X et 'Y ont méme lot ssi &x = Py.

Démonstration. Admis (cf Ouvrard, Probabilités, Tome 2) O

L’indépendance de variables aléatoires se lit sur la fonction caractéristique du
vecteur aléatoire associé :
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Théoréme 2.2.6. Soit X = (X,...,Xy) un vecteur aléatoire a valeurs dans R%.

d
X1,..., Xq sont indépendantes ssi ¥t = (t1,...,t5) € RY, dx(t) = H D, (tx) -
k=1

Démonstration. On suppose dans un premier temps que les variables Xi,---, Xy sont
indépendantes. Alors

d
Dx(t) =B [ Ziet 5| = E

d
H eithk —
k=1

d
E[eit+Xr] = H D, ().
k=1

k=1

Supposons maintenant que

d
ox(t) = [ ®x. (t)-
k=1

Alors, le vecteur X = (X3, --,Xy) a méme fonction caractéristique que le vecteur X =
(f(l, e 7)N(d), ot les Xy, -+, Xy sont des variable aléatoires indépendantes telles que pour
tout k € {1,---,d}, Xy ~ X,. Comme la fonction caractéristique caractérise la loi, X et X
ont méme loi et donc (Xy,---,Xy) sont indépendantes. O

16



3 Convergences stochastiques

3.1 Les différents types de convergence
Définitions et premiéres propriétés

Nous allons étudier des processus stochastiques, c’est-a-dire des suites de v.a.
Comme pour les suites réelles, un point important est I’étude de leur comportement
asymptotique et notamment de leur limite potentielle. Mais contrairement aux suites
numériques, la notion de convergence n’est pas unique. Dans cette partie, nous pré-
sentons les différents modes de convergence utilisés et les liens qui existent entre
eux.

Définition 3.1.1.

1. Une suite de v.a. réelles (X,,),cy converge P-presque stirement vers une v.a.
X st
IP’( lim Xn:X) =1.
n—-+00

Notation : X, 2% OX.

n—o0

2. Une suite de v.a. réelles (X,,), oy converge en probabilité vers une v.a. X si

Ve >0, limP(|X,—X|>¢)=0.
n—oo

Notation : X, P x.

n—0o0

8. Soit p € [1,00]. Une suite de v.a. réelles (X,,), oy d’éléments de P, converge
en norme LP vers une v.a. X € LP si

Tim [}, X[|, =0

Notation : X, M x.

n—0o0

4. Une suite de v.a. réelles (X,,), oy converge en loi vers une v.a. X si pour toute
fonction continue bornée f : R — R,

lim E[f(X,)] = E[f(X)].

n—oo

Notation : X, NS

n—o0

Ces définitions s’étendent naturellement au cas de vecteurs aléatoires. De plus,
si pour les trois premiers types de convergence, les v.a. doivent toutes étre définies
sur un méme espace de probabilité. Cela n’est pas nécessaire pour la convergence en
loi qui est, comme son nom l'indique, une convergence des mesures de probabilité
associées : Py, vers Pyx.
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Proposition 3.1.2. 1. La limite presque sire (resp. en probabilité, resp. dans un
L?) est unique P-p.s. : si X, 2H Xet X, 25 Y (resp. en probabilité ou dans
n—o0 n—oo
L?), alors P(X =Y) = 1.

2. 8i X, 2% X et X, 22 Y, alors Py = Py.

n—oo n—oo

Démonstration.

1. Le résultat dans le cas presque str est une conséquence directe de 'unicité de la limite
pour les suites réelles (ou vectorielles) non aléatoires. Pour la limite IL?, le résultat est
impliqué par le fait que IL? soit un espace vectoriel normé, et donc métrique. Pour le
cas de la convergence en probabilité, remarquons que

pecAv) =2 {Ix-vizth< S rfix-viz1h

neN* neN*
Or, pour tout n € N*, k € N*,
PX Y] > 1) < P(IX - Xu|+|Xs—¥| > 1) < P(X = Xi| > )4+ P(|Xp—Y| > —)
- n’ k g —n’ k= 2n k — 2n

Par définition de la convergence en probabilité, on a alors : pour tout n > 0,

1 1
: _ > V=1 POI X, —Y|>—)=0.
lim P(|1X — Xg| > 2n) khIIl (1 X% | > 2n) 0

k—o0

Ainsi, pour tout n € N*, P(IX —=Y| > 1) =0 et P(X #Y) =0.

2. Si X et Y sont deux limites loi d’une méme suite, alors : pour toute fonction continue
bornée f: R — R, E[f(X)] =E[f(Y)]. Cela implique bien que X et Y ont méme loi.

O

Remarque : Dans le cas vectoriel, pour la définition des convergences en probabilité,
presque sire et L? de v.a. & valeurs dans R, le choix de la norme n’a pas d’influence
sur la limite. En effet, toutes les normes sur R? sont équivalentes.

Proposition 3.1.3. On considére une v.a. X, une suite de variables aléatoires
(Xn),en: €t une fonction continue f de R dans R.

Si X, X5 X (resp. X, 5 X oou X, % X), alors f(X,) 5 F(X) (resp.
n—00 n— 00 n— 00 n—00
loi
f(Xn) r%éf(X) ou [(Xn) — f(X)).

Démonstration.

e Convergence en probabilité : On fixe un e > 0 et on va montrer que P(|f(X,) — f(X)| > €)
tend vers 0 lorsque n tend vers ’infini.

La fonction f étant continue, elle est uniformément continue sur tout intervalle de
longueur finie (théoréme de Heine). Ainsi, fixons M > 0, I'uniforme continuité de f
sur [—2M;2M] nous dit qu’il existe § > 0,

V(z,y) € [-2M;2M], |z —y[ <= [f(z) - f(y)| <e

soit
V(z,y) € [-2M;2M], |f(z) — f(y)| = e = |z —y[ > 6.
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On peut alors décomposer la probabilité d’intérét : pour tout n € N,

P(|f(Xn) = f(X)] =€)

=P(|f(Xn) = f(X)| > & |X| > M) +P(|f(X,) = f(X)] > |X]| < M, |X,| >2M)
+P([f(Xn) = f(X)] 2 6 [X] < M, |X,| < 2M)

<P(|X| > M) +P(|X — Xp| > M) +P(|X,, — X| > 0)

Ainsi, en faisant tendre n vers oo,

VM > 0,limsupP(|f(X,) — f(X)] >¢€) <P(|X|>M).

n— 00

La variable X est p.s. finie donc limp/ oo P(|X| > M) = P(|X|=00) =0 et on a

bien
lim P(|f(X,) — f(X)| =€) =0 soit f(Xn) — f(X).

n—roo n—r oo

e Convergence p.s. : On considére ’événement A = {lim, X,, = X }. Par hypothése,
on a P(A) = 1. Pour tout w € A, lim, X,,(w) = X(w) et par caractérisation sé-
quentielle de la continuité, on a également lim,, f(X,(w)) = f(X(w)). Ainsi, A C
{lim,, f(X,) = f(X)}. D’ou le résultat.

e Convergence en loi : On suppose que X, 2 X. Montrons que f(X,) Lo, f(X).
n—oo n—oo

Soit g une fonction continue bornée. On remarque que g(f(X,)) = go f(X,). Les
fonctions f et g étant continues, la fonction g o f est également continue. De plus , g
étant bornée, g o f l'est également. Ainsi, par convergence en loi de X,, vers X, on a
bien :

lim E[g(f(Xn))] =E[g(f(X))]

n—oo

et f(X,) S f(X).

n—oo

Remarques :

e La fonction f n’a en fait besoin d’étre définie que sur un sous ensemble (boré-
lien) Ede Rtel que P(X € Eet Vn e N, X,, € E) = 1, par exemple F =R,
si les v.a. sont toutes p.s. positives.

e La encore, le résultat se généralise au cas de vecteurs aléatoires.

e Quel que soit p € [1,00[, on ne conserve pas la convergence L? en compo-
sant par une fonction continue. L’appartenance a I'espace IL? n’est méme pas

conservée a priori. Ainsi, avec la fonction z — 22, si X € L! et X ¢ L? alors
X2 ¢ L

Proposition 3.1.4. Soit une suite (X,,), .y convergeant p.s. (resp. en probabililé,
resp. dans LP) vers une variable (ou vecteur de R?) X et une suite (Y,,), oy conver-
geant p.s. (resp. en probabilité, resp. dans ILP) vers une variable (ou vecteur de R?)

Y. Alors la suite (X,,,Y,) converge p.s. (resp. en probabilité, resp. dans ILP) vers le
vecteur de R? x RP (X,Y).

Démonstration. Exercice. O
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Le résultat précédent n’est pas vrai pour la convergence en loi car la convergence
des marginales ne donne pas d’information pour la loi jointe.
Le théoréme suivant décrit les liens entre les différents modes de convergence.

Théoréme 3.1.5.

1. 511 <p<q< oo, la convergence dans 1LY implique la convergence dans ILP.
Pour tout p € [1,00], la convergence P implique la convergence en probabilité.
La convergence presque sire implique la convergence en probabilité.

La convergence en probabilité implique la convergence en loi.

St (Xn),en converge en probabilité vers X alors il existe une sous-suite de
(Xn),en qui converge P-p.s. vers X.

6. Si (Xn),en converge en loi vers une constante ¢ € R (et que les v.a. (X;,),cn
vivent sur le méme espace de probabilité), alors (X,,), oy converge en probabilité
vers c.

A chaque fois qu’une convergence en implique une autre, les limites sont égales.

TCD cvg en probabilité —— cvg en loi
. I
si lim cte et lcspace)
sip<gq t
cvg LY — cvg P
FIGURE 1 — Liens entre les différentes convergences
Démonstration.

1. C’est une conséquence directe du Théoréme 2.1.7.
2. 1l suffit d’utiliser I'inégalité de Markov.
3. Soit € > 0.

VTLEN, P(an_X‘ZE):E[1|Xﬂ—X|Ze]

La v.a. 1x,_x|>e converge p.s. vers 0 car (X,), .y converge vers X P-p.s.. De plus ,
elle est majorée par la v.a. constante égale & 1 qui est dans L!. D’aprés le théoréme
de convergence dominée, on a donc,

lim P(|X, — X| >¢) =E[0] = 0.
n— oo
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4. Soit f une fonction continue bornée sur R. Comme il y a convergence en probabilité,
les variables aléatoires sont nécessairement définies sur le méme espace de probabilité
et pour tout € > 0,

vneN, [E[f(Xn)] -E[f(X)]] <E[[f(Xn) - f(X)|

<E[If(Xn) = FX)Ipx0-reoize ] + E[1F(Xn) = FONL5x,) - 10 <]
<2 fllocP([f(Xn) = f(X)[ 2 €) +e
Comme (Xp), oy converge en probabilité vers X, d’aprés la propriété précédente,

f(X,,) converge également en probabilité vers f(X). En faisant tendre n vers l'in-
fini, on obtient

limsup [E[f(X,)] —E[f(X)]| <€

n—oo

pour tout € > 0. Cette limite est donc nulle et on a bien convergence en loi de (X,,)
vers X.

5. et 6. Cf Feuille de TD 2.

neN

O

La convergence P-p.s. est souvent la plus difficile & montrer, une condition suffi-
sante utile est donnée dans la proposition suivante :

Proposition 3.1.6. Soit (X,,), .y une suite de v.a. et X une autre v.a. Si, pour tout
€ >0, la série Y~ (P(|X, — X| > €) converge, alors la suite (X,), oy converge vers
X P-p.s.

Démonstration. Cf feuille de TD 2. O

Remarque : Cette condition n’est pas nécessaire. Considérons
(92, 7,P) = ([0,1], B([0,1]), dz)

et la suite de v.a. définie sur Q : Vn > 1, X,, = 1y, Pour tout w €]0,1],
limy,, 00 Xn(w) = 0. Comme P({0}) =0, X,, == 0. Or,
n—oo

Ve >0, P(|X, — 0] > ¢) =P([0,1/n]) = 1/n

La série des 1/n n’étant pas sommable, la suite (X,,), . converge p.s. vers 0 mais
ne vérifie pas le critére de la proposition 3.1.6.

Convergence en loi

La convergence en loi, comme son nom l'indique, est en fait une convergence des
lois de probabilité et non des v.a. en elles-méme. Les différentes v.a. n’ont d’ailleurs
pas a étre définies sur le méme espace de probabilité. Si la définition donnée plus
haut peut paraitre obscure de prime abord, les caractérisations présentées ci-dessous
peuvent rendre cette notion plus intuitive.

Théoréme 3.1.7 (Caractérisation de la convergence en loi). Soit (X,,), .y une suite
de v.a. et X une autre variable aléatoires. On a les équivalences suivantes :
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1. (Xy),en converge en loi vers X.

2. La suite des fonctions de répartition Fx, converge en tout poinl de continuilé
vers la fonction de répartition Fx.

3. Pour tout t € R, la suite ®x, () converge vers ®x(t). (Théoréeme de Lévy)

Démonstration. Admis O
Etudions maintenant le cas particuliers des v.a. discrétes et continues :

Proposition 3.1.8 (V.a. a valeurs dans Z (ou dans un sous-ensemble discret de R)
) Si (Xy),en est une suite de v.a. a valeurs dans Z et X une autre v.a. & valeurs
dans 7., alors

X, 2% X ssiVhkeZ, im P(X,=k)=P(X =k) .
n—oo n—oo
Démonstration.
=) Supposons que X, ol X Soit k € Z. Considérons la fonction réelle fi définie par

n— oo
2x—k)+1 sizelk—1/2;k

fr(x)=4¢ 2(k—2)+1 sizelkk+1/2]

0 sinon

.

)
|
l
ki1 ;{ E+1

FIGURE 2 — Fonction f;

La fonction f; étant continue et bornée, E[ fr(X,)] — E[fx(X)]. Or, E[fx(X,)] =
P(X,=k)et E[fr(X)] =P(X = k) d’ou le résulat recherché.

<) On fixe une fonction f continue bornée et on se donne un entier M > 0. Par hypothése,
M
E[f(Xu)lx,1<m ] = Z FR)P(Xn =k) 2 nooo E[ f(X)1x1<nr ] -
k=—M

Le probléme survient lorsqu’on considére une infinité de probabilités élémentaires en
méme temps i.e. sur I'événement {|X,| > M }. L’idée est de repasser a I’événement
complémentaire :

E[f(Xa)lx, o] —E[FX) x| < I flloe (B(1Xn] > M) +P(|X] > M))
= [[flloe (L =P(|Xn| < M) +P(|X]| > M))

Comme P(|X,| < M) = Z,]y:_M P(X,, = k) dépend d’un nombre fini de probabilités
élémentaires, on a lim, P(|X,| < M) =P(|X| < M) et donc

limsup [E[(X,)] = E[F(X)]] < 2/ |oP(1X] > M) .

Cette inégalité étant valable pour tout M > 0, la limsup est nulle et on a bien la
convergence en loi.
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O

Proposition 3.1.9 (V.a. continues). Soit (Xy), .y une suite de v.a. de densité res-
pective f, et X une autre v.a. de densité f. Si fn(x) converge vers f(x) pour tout

p loi
réel x, alors X, — X.

n—0o0

Démonstration. En exercice. (On pourra remarquer que |f, — f| = fn + f — 2min(f,, f).)
O

Remarque : Attention, la réciproque est fausse : la convergence en loi de v.a. continues
n’implique pas la convergence des densités méme si la limite a une loi continue. Voir
le contre-exemple suivant : soit (X,,), .. une suite de v.a. telle que pour tout n € N*,
X,, admette pour densité :

r — fo(x) = (1 = cos(2mnx))1j ()
et X une v.a. de loi U([0,1]) i.e. de densité f(r) = l,co,1y- On peut montrer que

X, ol X, en étudiant les fonctions de répartition par exemple, mais il n’y a pas
n—oo

convergence de f, vers f.

Pour finir sur la convergence en loi, remarquons que contrairement aux autres
modes de convergence stochastique, la convergence en loi de deux suites (définies
sur le méme espace) n’implique pas la convergence en loi de la somme :

Xo D XetY, 5 YAX,+Y, 2 X+Y

n—)oo n—oo n—)oo

ou plus généralement la convergecne du couple (X,,,Y;,). Cela se voit immédiatement
sur un exemple simple : considérons une variable X ~ N(0, 1) et les deux suites

(Yo)nen €t (Zn),en définies respectivement par Y, = X et Z, = —X, alors comme
—X ~X ~N(0,1),0onay, —> X, Z, 22 X mais Y, + Z, = 0 ne converge pas
n— o0

en loi vers 2.X.

Comme le fait de connaitre les lois marginales ne permet pas de connaitre la loi
du couple, il n’est pas étonnant que la convergence de chacune des lois marginales
ne dise rien sur la convergence du couple. Néanmoins, lorsqu’une des v.a. limites est
déterministe, la loi du couple limite est alors entiérement déterminée par la loi de
lautre v.a. et, dans ce cas, on obtient également la convergence en loi pour la suite
des couples, comme l'indique le lemme suivant.

Lemme 3.1.10 (Slutsky). Soit deuz suites de v.a. (X,), oy €t (Yn),on définies sur
un méme espace de probabilité. Si (X,), oy converge en loi vers une v.a. X et si
(Yy),en converge en loi vers une constante c, alors le couple (X, Yy, )nen converge

en loi vers le couple (X, c). En particulier, X,, + Y, N X et X, Y, cX.

n—oo TL*)OO

Démonstration. On va utiliser les fonctions caractéristiques et commencer par séparer les
variables : pour tout (¢,s) € R?

|CI)(X,,,,YTL)(t7 s) — q)(X,c) (t, 8)’ _ ‘]E [ei(tXn-‘rsYn)} o) [ei(tX-‘rsc)}
< ‘IE |:€i(tX,L+sY,L)} ) [ei(tX,mLsc)} ‘ i ‘]E |:ei(tX,L+sc)] _E |:ei(tX+sc)] ‘
S ‘E [eitXn (ei,sYn _ eisc) } ’ + ‘ezs(’ ’E [eitXn] ) [eitX} ’
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Comme |e™*| = 1 pour tout réel u, on obtient pour tout (,s) € R?,

|D(x,v) (t:8) = Prx,)(t,8)] SE[[e — €| ] + |@x, () — Px ()]

La suite (X,,),cy convergeant en loi vers X, on a pour tout ¢ € R,

Il reste & controler E [ |e?sYn — eise
converge également en probabilité vers c. De plus, la fonction u — e
sur R, e

lim ‘q)Xn(t) - CI)X(IJ))‘ =0.

n— oo

|. Or, 1a limite en loi de (Y;,), . étant constante, (Y;,)

isu

neN
étant continue

isYn converge en probabilité vers e?*¢. (Le résultat a été vu pour des fonctions a

valeurs réelles, pour des fonctions & valeurs complexes, il suffit de travailler coordonnée par
coordonée.)

Comme p.s. |e’5Y“ — e”C’ < |e’5Y"

Ainsi, pour tout s € R,

Ve >0, Ef|e™Y —e¥¢|] < eP (e — e¥¢| <€) + E[ ]V — ] 1| i0vm _gise .
, E] ] < eP(] | <e) +E[| | Ljeievn —eice) > ]

+ |eis"f = 2, on obtient

Ve > 0, EHeiSY” feiSCH < e+2}P’(|eiSY" feisc| > e).

En passant & la limite, on obtient donc

Ve > 0, 0 < limsup |<I>(men)(t,5) — O x,0 (1, s)| <e

n—oo

Le résultat étant vrai pour tout € > 0, on obtient bien la convergence de ®(x, y,(t,s) vers
®(x.¢)(t, s) pour tout (¢,s) € R? et donc la convergence en loi de (X,,,Y,) vers (X,c). O

Comment montrer qu’une suite de v.a. converge pour un type de conver-
gence donné

On utilise les différentes implications du théoréme 3.1.5.

Pour montrer la convergence en probabilité, les inégalités vues dans la partie
précédente sont utiles, on peut également essayer de calculer directement la
probabilité.

Pour montrer la convergence P-p.s.( cas le plus complexe!), on peut utiliser
la loi forte des Grands Nombres (présentée dans la section suivante) pour les
moyennes de vaiid, la propriété 3.1.6 ou le théoréme de Borel-Cantelli.

Pour montrer la cvg dans P, le théoréme de convergence dominée peut étre
utile.

Pour montrer la convergence en loi, on peut utiliser le Théoréme Central Limite
(présenté dans la section suivante), utiliser une des caractérisations vues dans
la section sur la convergence en loi ou montrer la convergence en probabilité.

Ezemples :

(Xn)pen- suite de v.aiid. telle que X, ~ B(1/n?). Alors (X,),,cy converge vers 0
dans IL? pour tout p > 1, en proba et en loi et P-p.s.
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(Xn)pen- suite de v.a.iid. telle que X, ~ B(1/n). Alors (Xp), oy converge vers 0
dans L? pour tout p > 1, en proba et en loi mais pas P-p.s. (on peut utiliser le second
lemme de Borel-Cantelli pour montrer le dernier point)

(Xn)pen- suite de v.a.iid. telle que X, /n? ~ B(1/n?). Alors (X,,), cy converge vers
0 P-p.s. mais pas dans IL? pour tout p > 1.

(Xn)pen- suite de v.a.iid. telle que X, /\/n ~ B(1/n). Alors (X;,),,cy- converge vers
0 dans IL? pour p < 2 mais pas P-p.s. ni dans L pour tout p > 2.

Soit X ~ B(1/2) et (Xp),cy la suite définie par X, = (1+(-1)")/2—(=1)"X pour
tout n € N. Alors (X,,),,cn converge vers X en loi mais pas en probabilité.

3.2 Théorémes limites pour les v.a.i.i.d.

de v.a., on note X, la moyenne empirique :

_ 1 <&
Xp==Y X

Nous rappelons dans cette section les deux célébres théorémes de convergence
décrivant le comportement asymptotique de la suite des moyennes empiriques de
v.a.i.i.d. Commencons par un premier résultat simple qui donne 'espérance et la
variance de la moyenne empirique.

Pour une suite (X,,),cx-

Proposition 3.2.1. Soil (X,,), .y une suite de v.a. de méme loi qu'une v.a. X.

1. 5i X € L', alors E[X,] =E[X].

V[X]

2. Si X € L2 et que les v.a. sont indépendantes, alors V [Yn] =

Démonstration. Cf Exercice 14 de la feuille de TD 2. O

Cette proposition implique que, sous réserve de I'existence d’un moment d’ordre
2, si les v.a. sont i.i.d., alors (X,) converge dans L? vers I'espérance E[X].

Avec des calculs plus techniques, cette convergence peut étre généralisée : dés
que les v.a. admettent une espérance, la moyenne empirique converge vers cette
espérance P-p.s. et dans L', Ce théoréme, appelé Loi Forte des Grands Nombres, est
parfois résumé ainsi : «la moyenne empirique converge vers la moyenne théorique».

Théoréme 3.2.2 (Loi forte des Grands Nombres, ). Soit (X,,), oy une suite de

v.a.i.i.d. dans L' d’espérance commune m. La moyenne empirique

_ 1 <&
XH:E;)Q

converge P-p.s. et dans L' vers m.
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Démonstration. Nous allons montrer la convergence p.s. dans le cas de v.a. dans L*. Le ré-
sultat se généralise ensuite aux v.a. L', les lecteurs intéressés peuvent regarder, par exemple,
le livre Probabilité de Barbe et Ledoux pour obtenir les détails de la (ou plutot d’une) dé-
monstration dans ce cas.

On suppose donc que X; € L% et on note m = E[X;] et 02 = V[X;]. En utilisant
I'inégalité de Markov, on obtient

n

> (X —m)

=1

n

’
]P’(|Xn—m|>e)=IP’( >n464>< L)

i=1

Par ailleurs,

E|D (Xi—m)| | =Y E[(X;—m)*] +3> E[(X; —m)*(X; —m)*]
i=1 i=1 i#£j
+ > E[(X; =m)(X; =m)(Xy —m)(Xi —m)]

i,5,k,1€{1,--- ;n}
au moins un indice est différent des 3 autres

=nE[(X; —m)*] +3n(n—1)o*

En effet, chaque terme de la seconde somme vaut o et le dernier terme vaut 0 par indépen-
dance. On a donc (en utilisant que n(n — 1) < n?),

E[(X; —m)']  30*
etn? etn?’

P(|X,—m|>¢€) <

et pour tout € > 0,
D P(IXn —m|>e€) <+

n>1

et, par le critére de la proposition 3.1.6, (X,,), converge presque stirement vers m. d

Un peu d’histoire : Les premiers énoncés, sans démonstration, de la Loi des Grands
Nombres remontent au moins au 16¢ siécle par le mathématicien italien Cardan. Une
premiére démonstration pour le cas particulier des vaiid de Bernoulli a été présenté
par Bernoulli en 1713. L’appellation «Loi des Grands Nombres» semble avoir été
popularisée par Poisson dans un traité de 1837. La forme actuelle décrite ci-dessus
a été démontrée en 1930 par Kolmogorov.

Il existe de nombreuses généralisations de la loi forte des grands nombres (ou
faible, avec une convergence en probabilité) en affaiblissant les hypothéses (indépen-
dance ou loi commune, cf références du cours) mais cette version est la plus classique
et la plus utile.

Ezxemples :

e on considére une suite de vaiid de loi de Bernoulli B(p) pour p € [0, 1]. Alors X, P22
n—o0

p. Cela signifie, par exemple, que lorsque on lance de nombreuses fois une piéce
parfaitement équilibrée, la proportion de «pile» obtenus est proche de 1/2

e FExemples en ligne :
http://experiences.math.cnrs.fr/Loi-des-grands-nombres-et-theoreme.html
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La Loi des Grands Nombres donne la convergence de la moyenne empirique
mais ne dit rien sur la vitesse de convergence, ce qu iest un point essentiel pour
les applications. Le théoréme suivant permet de préciser cette vitesse, sous réserve
d’existence d’un second moment.

Théoréme 3.2.3 (Théoréme central limite). Soit (X,), . une suite de v.a.i.i.d.
dans L? d’espérance commune m et de variance commune o?. Alors

n )
Zy =] = (Xy—m) % N~ N(0,1) .
o n—00
Démonstration. CF DM 1 O

- 2 . . N N
Remarquons que X,, = m + /% Z,. Ainsi comme Z, est «a peu prés» une v.a.

gaussienne centrée réduite pour n grand, X, est «4 peu prés» une v.a.gaussienne
de moyenne m et de variance o?/n. Ce résultat est évident si les v.a. (X)), oy sont
des vaiid gaussiennes mais le théoréme central limite indique que le résultat est vrai
asymptotiquement quelle que soit la loi d’origine des variables tant qu’elle admet un
second moment fini.

Un peu d’histoire : le cas particulier des variables de Bernoulli a été énoncé par De
Moivre en 1733. Une premiére démonstration fut proposé par Laplace en 1809 et la
version actuelle et la démonstration basée sur I'utilisation de la fonction caractéris-
tique sont issus des travaux du hongrois Polya en 1920 et des travaux du finlandais
Lindeberg et du francais Lévy en 1935.

Application : Ce théoréme permet de construire des intervalles de confiance asymp-
totique pour les moyennes (cf feuille de TD 2 et cours de Statistiques). Il permet
également d’obtenir des intervalles de fluctuation. Par exemple supposons que pour
tout n € N*, X,, ~ B(0.5), et qu'on note gz le quantile d’ordre 3 €]0,1[ de la loi
normale N(0,1) (ie P(N < gz) = si N ~N(0,1)). Alors pour tout « €0, 1],

. di-a/2 _ <> di—-a/2
lim P( 0.5 — <X, <O. =1-
i (05 N —05+2\/ﬁ> o

Ainsi, pour a = 0.05, g1_a/2 = 1,96 et en prenant n = 100,

P (0,4 < X100 <0,6) =~ 0,95.

Exemples en ligne :
http://experiences.math.cnrs.fr/Loi-des-grands-nombres-et-theoreme.html

Le TCL nous dit que la moyenne empirique se comporte a peu prés comme
une variable de loi N (m, %2) Il est naturel de se demander alors quelle est I'erreur
commise lorsqu’on effectue cette approximation ; était-il raisonnable de prendre n =
100 dans I'exemple précédent 7 Cette erreur est controlée par le théoréme suivant
lorsqu’il y a existence d’'un moment d’ordre 3 pour la loi des variables aléatoires.

Théoréme 3.2.4 (Berry-Esseen, 1941-1942). Soit (X,,), oy une suite de v.a.i.i.d.
de L2, de moyenne m, de variance 0. On note F, la fonction de répartition de
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la variable Z, comme définie dans le TCL et ® la fonction de répartition de la loi
gaussienne N(0,1) alors il existe une constante C' < 0.5,

CE[|X; — m|?]
— <
ilég |Fo(z) — ®(x)| < ol

Ce théoréme est donné pour satisfaire votre curiosité mais ne sera pas dans les
sujets d’examen.
Actuellement, la valeur optimale de la constante est ~ 0,4785 (Tyurin, 2010 ).

Originellement, Esseen avait obtenu une borne supérieure de 7,59. La borne inférieure
donnée par Esseen en 1956, C' > 0,4097, est toujours la meilleure actuellement.
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4 Processus stochastiques (& temps discret)

Les processus stochastiques (& valeurs réels ou vectorielles) servent a modéliser de
nombreux phénomeénes qui évoluent avec le temps : évolution du nombre d’individus
dans une population au cours des années, déplacement de particules, évolution du
cours d’'une action, évolution du nombre de personnes dans une fil d’attente,. . .

4.1 Processus stochastiques et filtration

Dans toute cette section, les différentes v.a. considérées sont définies sur un espace
probabilisé (2, F,P)). Commencons par quelques rappels sur les tribus.

Définition 4.1.1. On appelle tribu B sur Q tout sous-ensemble de P () vérifiant
les ariomes suiwant :

e B
o si Ac B, alors Ae B

o pour toute suite (Ay), oy d’éléments de B, on a |J,cn An € B.

neN

Si une tribu B est inclus dans une autre tribu A, on dit que B est une sous-tribu
de A. On ne considérera dans ce cours que des sous-tribus de F.

Proposition 4.1.2. Les tribus sont stables par intersection et union dénombrable,
par passage au complémentaire.

Démonstration. En exercice. O

Définition 4.1.3. Deux tribus By et By sont indépendantes si tout événement A, €
B est indépendant de tout événement Ay € Bs.

Définition 4.1.4. On dit qu’une variable aléatoire X ¢ valeur dans R? est mesurable

par rapport @ une tribu B si pour tout A € B(RY), l'événement { X € A} est dans
B.

Proposition 4.1.5 (Tribu engendrée par des v.a.).

1. On appelle tribu engendrée par la v.a. (ou le vecteur aléatoire) X a valeurs
dans R? l’ensemble des événements qui ne dépendent que de X :

c(X)={{XeA} JAcBR)} .
Il s’agit de la plus petite tribu rendant X : Q — (R, B(R?)) mesurable.

2. On appelle tribu engendrée par la famille de v.a. { X;, i € I} la plus petite tribu
rendant les v.a. X; : Q — (R?, B(R?)) mesurables. On la note o (X;, i € 1).

La tribu o (X;, i € I') représente l’information contenue dans les variables (X;), ;.
Remarques : Deux v.a. X et Y sont indépendantes ssi o (X ) est indépendante
de o (Y). On dira également que X est indépendante d’une tribu B si o(X) est

indépendante de B au sens de la définition 4.1.3.
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Proposition 4.1.6. Une variable aléatoire Y a valeurs dans R? est mesurable par
rapport a la tribu o (X;, i € I), (ot I est un ensemble fini ou dénombrable) ssi' Y

s’écrit comme une fonction (mesurable) des (X;),c;-

Démonstration. Admis (cf cours de théorie de la mesure). O

Ezxemples :

e Y = cos(X) est mesurable par rapport & o(X) ou méme par rapport & o(X?) car
Y = cos(V X?2) mais pas par rapport a o(1xg)-

o L’événement {X; > 1} appartient & o(X;). L’événement {X; > X2, X1 X2 >0}
appartient (X1, Xo) mais pas a 0(X1) en général. En effet, si je connais la réalisation
de la variable X7, je peux dire si elle est plus grande que 1 et donc si ’événement
{X1 > 1} est réalisé. Par contre, si je ne dispose d’aucune information sur Xs, je
serais incapable de dire si { X7 > Xo , X1 X9 > 0} est réalisé.

Ces rappels vont nous permettre d’introduire les outils nécessaires a I’étude des
processus stochastiques.

Définition 4.1.7 (Processus stochastiques).

1. On appelle processus stochastique (ou aléatoire) a temps discret une suite de
v.a. (Xy)

neN-

2. On appelle filtration une suite croissante de sous-tribus de F, i.e. une suite
de sous-tribus (Fn),cy telle que pour tout n € N, F, C Fry1.

8. On dit qu’un processus (Xy,), oy est adapté a la filtration (F,), oy i pour tout
n € N, X,, est F,,-mesurable.

On voit immédiatement que

Proposition 4.1.8. L’ensemble des processus stochastiques & valeurs dans R, d €
N*, et définis sur un espace probabilisé (2, F,P) est un R-espace vectoriel.

Une question naturelle dans I’étude de processus stochastiques est d’estimer la
probabilité d’événements faisant intervenir le futur du processus lorsqu’on dispose
déja d’informations sur le passé et le présent du processus. Cette notion d’informa-
tions disponibles & un instant donné est donc un point essentiel de la modélisation.
Dans ce cadre, elle est représentée par la filtration (F,), oy : la sous-tribu JF,, re-
présente I'information & disposition a l'instant n. Le fait que la suite soit croissante
signifie qu’il n’y a pas de perte d’informations au cours du temps. Finalement, dire
qu'un processus (Xy,), .y est adapté & une filtration signifie que I'on dispose de suffi-
samment d’informations a chaque instant n dans JF,, pour connaitre la valeur exacte
X,, du processus a cet instant.

Ezxemples :
e Exemple essentiel de filtration : la filtration naturelle (ff)neN associée 4 un pro-

cessus (Xp), oy est définie par F;' = o(Xo, ..., Xy) pour tout n € N. Le processus

(Xn)pen est toujours adapté a (an)neN'
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e On consideére un processus (Xy), cx-

— On pose pour tout n € N, Y, = |X,,[. Alors le processus (Xy,), cy n'est pas a
priori adapté & (]-'3; )n oy car on a perdu Iinformation du signe, alors que le
processus (Yy,), oy est bien adapté a (f,i()neN.
— Le processus (Z,),cydéfini par Z, = X, 11 — X, pour tout n € N n’est pas

adapté a (Fg)neN car Z, dépend de la v.a. X1 qui n’est pas a priori mesu-

rable par rapport a F.X.

e Exemple important de processus : marche aléatoire simple sur Z. Soit (Xp), cy- une
suite de v.a.i.i.d. telle que P(X; =1) =pet P(X; =—1) =1 — p pour un certain
p € [0,1]. On appelle marche aléatoire simple sur Z issue de 0 le processus (Sp),cn
défini par

So=0
Vn € N, Sn+1 =Sy + Xn+1

L’horloge naturelle utilisée pour représenter I’évolution du temps, déterministe,
n’a pas de raison d’étre adaptée a I’évolution du processus considéré et aux phéno-
meénes étudiés. L’idée, formalisée dans la définition suivante, est alors d’introduire
des temps aléatoires qui vont eux étre directement liés au comportement du proces-
Sus.

Définition 4.1.9 (Temps d’arrét).

1. On appelle temps d’arrét pour une filtration (F,), oy une v.a. T & valeurs dans
NU{+o0} telle que pour tout n € N, {T <n} e F,.

2. On appelle temps d’arrét pour un processus (X, ), oy une v.a. T' @ valeurs dans
NU {+oo} telle que pour tout n e N, {T <n} e FX=0(Xo,...,X,).

Intuitivement, cela signifie que pour tout instant n, il est possible d’affirmer ou
de réfuter Paffirmation T < n en ayant & sa disposition uniquement 'information
donnée par la tribu F,, (ou par la connaissance de Xy, ..., X,).

Ezxemple fondamental : temps d’atteinte d’un ensemble borélien A. Le temps
T=min{neN, X, € A}

est un temps d’arrét pour le processus (X,),cy- En effet, pour tout entier n € N,

{T<n}={3k<n, XeAl=|J{XrecAteF
k=1

Par exemple, le temps d’atteinte d’'un point a € Z pour la marche simple (Sp),cy :
T=min{neN, S, =a}.

Attention, si tous les temps d’atteinte sont des temps d’arrét, les deux notions ne
sont pas identiques et il existe des temps d’arrét qui ne sont pas des temps d’atteinte,
par exemple T = min{n € N, X,, = 2X,,_1 }. De plus, de nombreuses variables & valeurs
entiéres bien que construites & partir de la suite (X,,),, oy ne sont pas des temps d’arrét par
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rapport a la filtration naturelle : par exemple, la variable T = min{n eN, X, =2X,41}
car elle dépend du «futur» du processus.

Remarque : les constantes déterministes sont toujours des temps d’arrét quelle que
soit la filtration considérée. (cf exercice feuille de TD 3)

Proposition 4.1.10. Soit (F,), oy une filtration et T une v.a. & valeurs dans N U
{o0}. Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

(1) T est un t.a. par rapport a la filtration (Fy,),cy (i-e. VR €N, {T' <n} e F,)
(2) VneN, {T=n}eF,

(3) V/neN, {T>n}eF,

Démonstration. Cf Feuille de TD 3. O

Proposition 4.1.11. Soit T un temps d’arrét par rapport & une filtration (F,)

neN-’
On appelle tribu antérieure a T ['ensemble des événements A € F tels que :

AnN{T <n} e F,.
On note cet ensemble Fr.

Démonstration. 1l suffit de vérifier les différents points de la notion de tribu.
e En prenant A = (), il est immédiat que 0 € Fr
e Soit A € Fr. Alors, pour tout n € N, AN{T <n} € F, et donc

AN{T<n}y=AU{T>n}=An{T<n}uU{T>n}ecF,

et donc A € Fr

o Soit (Ag),cy une suite d’éléments de Fr. Alors pour tout n € N,

{(T<min{JA=U{T<n}nAeF,

keN keN

D’ou le résultat.

Remarque :
e Le temps d’arrét T est Fp-mesurable.

e Intuitivement, la tribu F;X représente 'ensemble de I'information disponible
lorsqu’on connait Xg, Xq,..., X7.

Proposition 4.1.12. Soit S et T deux temps d’arrét par rapport a une méme fil-
tration (Fp),ey- S S < T alors Fg C Fp.

Démonstration. Soit A € Fg. Alors, comme S < T

An{T <n}=An{S<nin{T <n}eF,.
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4.2 Espérance conditionnelle

Nous venons de voir que l'information & disposition pouvait étre encodée dans
la notion de sous-tribus. Nous étudions maintenant comment utiliser ce fait pour
estimer des probabilités ou plus généralement des moments de variables aléatoires en
prenant en compte cette information. Vous connaissez déja la notion de probabilité
conditionnellement & un événement de probabilité non nulle : P (A) =P(A|B) :=

P(P‘?;]f) pour un événement B tel que P(B) # 0. Ainsi si on prend 'exemple de la

marche simple avec p = 2/3 :

P(Sy=2)=4/9, P(Sy=0)=2/9+2/9=4/9, P(S,=—2)=1/9
P(S,=2|S =—-1)=0, P(S,=0[5, = —1)=2/3, P(S,=-2|5, =—1)=1/3

On voit bien que le conditionnement influe sur la valeur de la variable S;. Mal-
heureusement, le probléme avec cette notion est qu’elle est fixée & un événement B
donné et non a une tribu. Ainsi, si on veut utiliser I'information liée a une variable
Y, il faudra étudier les lois selon toutes les valeurs possibles de Y. C’est possible si Y
prend un nombre dénombrable de valeurs, mais pas si Y est une v.a. continue. On va
donc créer un nouvel outil, appelé espérance conditionnelle qui va a la fois englober
le cas classique des probabilités condtionnelles et en méme temps étre applicable
avec n’importe quelle information pourvue qu’elle soit représentée par une tribu.

Théoréme 4.2.1 (Kolmogorov, 1933). Soit X € L' une v.a. intégrable et B une
sous-tribu de F. Alors il existe une v.a. aléatoire Y € L' (Q,B,P) (i.e. Y est B-
mesurable et E[|Y|] < oo) qui vérifie

VA € B, E[].AX}:]E[]_AY} .
Cette variable est unique P-p.s, on la note E[ X|B].
Démonstration. Cf DM 2 O

Attention, malgré son nom, l'espérance conditionnelle est une variable aléa-
toire! Intuitivement, il s’agit de la valeur moyenne de X lorsqu’on connait toute
I'information contenue dans B. Dans le cas ou B = o(Zy,...,Z,), on note aussi
E[X|B]=E[X|Z1,...,Z,].

Remarque : Si la variable X € L%, 'espérance conditionnelle E[ X|B] est la meilleure
approximation, au sens L? de X qui est B-mesurable. Ainsi E[X|Y] est la v.a. h(Y)
telle que la fonction A minimise

E[(X - h(Y))*] .
Proposition 4.2.2 (Calcul pratique de I'espérance conditionnelle).

o Si 7 est une v.a. discréte alors pour toute v.a. X € L,

XlZ 2]
E[X|Z]= ) E[X|Z=2]11:(2)= ) B(Z-2)
2€Z(Q) 2€Z(Q
Cette formule se généralise a n v.a. discrétes Zy, Zg, R/
E(X|Z1,.... 2= Y - > E[X|Zi=2,..., 20 = 2] 12—, 2,

z21€Z1(2) 2n€Zn(82)
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e Si (X,Z) admet une densité jointe px z alors pour toute fonction (borélienne)
h:R—R tg h(X) €L,

E[h(X)|Z]:/Rh(a:)%dx Pp.s.

Remarquons que P(pz(Z) > 0) =1 et qu’il n’y a donc pas de probléeme d’exis-
tence dans la formule précédente.
Démonstration. 11 suffit de vérifier que les constructions proposées satisfont les points du

théoréme définissant I’espérance conditionnelle. Vérifions-le pour le second point, 'autre est
laissé en exercice. Posons 7)

Px Z(:E7
Z)= | h(z)———=—dz.
o(2) = [ h@P2Z o
La v.a. ¢(Z) est o(Z)-mesurable. Montrons que ¢(Z) € L' :

E[| pXZ o dsc pz(z)dz
pz(2)
< / / Ih(@) px,2(x, 2) dw dz
RJR
— E[|h(X)|] < co.

Ainsi, ¢(Z) € L! et pour tout {Z € A} € 0(Z),

E[1zead(2) / z€A (/h pxz ) z(z)dz
/ / l.capx,z(z,z)dedz

=E[1zeah(X)].

La variable ¢(Z) vérifie bien tous les points de la définition de E[h(X)|Z]. Par unicité, ces
deux v.a. sont donc égales p.s. O

La formule de ’espérance condionnelle d’'une v.a. X par rapport a une tribu

engendrée par une variable discréte Z montre bien que, dans ce cas, E[X|Z] encode
la méme information que ’ensemble des probabilités conditionnelles

{P(-|Z=a), a telque P(Z=a)>0}.

En effet, 'espérance conditionnelle est alors une v.a. discréte qui est égale a 'espé-
rance de X sous la probabilité P(-|Z = a) lorsque I'événement { Z = a } est réalisé.

La formule dans le cas ou I'on conditionne par rapport a une tribu engendrée

par une variable continue peut étre retenue en remarquant qu’il s’agit de I’analogue
du cas discret en remplacant les probabilités par des densités et la somme par une
intégrale.

Ezemples :

e Soient X et Y deux v.a.r indépendantes de loi U({1,...,6}). On pose Z =
max(X,Y). Alors

B[X | 7] = Y E(X | 2= n]1sm,

n=1
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2n—1

On vérifie facilement que, pour tout n € {1,...,6}, P(Z =n) = &= et que
L sik<n
P(X=kZ=n)=3%1 °
s Sik=n

On voit alors que

S nBn-1 737 -1
E[X | Z]:Z%Mn:ﬁ.

e Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires de densité

|
foxyy (z,y) = We (=vo) /21[0;2}(31)-

On vérifie facilement que Y a pour densité fy : y — Ly (y)/2 et ainsi

;e—(w—\/?ﬁ/?lm] (V)

E[X |Y]= | 222" dz.
X 1v)= | Lo (V)2

Comme la v.a. Y est p.s. & valeurs dans [0;2], 19 (Y) =1 p.s. et

1 2
E[X |Y]= [ a——e @V)?2 0, — VY.
X | Y] / =

Propriétés de I’espérance conditionnelle

On fixe ici une sous tribu B et toutes les v.a. considérées sont supposées étre
définies sur le méme espace.
L’idée générale derriére toutes les propriétés qui suivent est de penser 'espérance
conditionnellement & B comme une espérance ou tout ce qui B-mesurable est traité
comme une constante. Ces différentes propriétés se démontrent (plus ou moins aisé-
ment !) en utilisant la caractérisation de I'espérance conditionnelle présentée dans le
théoréme 4.2.1.

(1) Linéarité : E[aX + BY|B] = oE[X|B] + PE[Y|B] P-p.s.

(2) Positivité : si X > 0 P-p.s., alors E[X|B] > 0 P-p.s. et donc si X > Y P-p.s.,
alors E[ X |B] > E[Y|B] p-s.

(3) Théoreme de convergence dominée conditionnel : Soit (X,), oy une suite de
v.a. Si il existe Y € L' tel que

e VneN, |X,| <Y P-ps.

® (X,),ey converge P-p.s. vers une v.a. X.

alors X € L' et E[X,,|B] converge vers E[X|B] P-p.s.
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(4) Inégalité de Jensen conditionnelle : Soit X € L'. Si ¢ est une fonction convexe
telle que E[|¢(X)|] < oo alors

¢ (E[X|B]) < E[s(X)|B] .

En particulier,
E[X|B]| <E[ x| |B] .

Il existe également un équivalent “conditionnel” pour le théoréme de convergence
monotone et le lemme de Fatou, et nous renvoyons le lecteur intéressé par un énoncé
précis au livre d’Ouvrard, Probabilités 2.

Voici ensuite les propriétés plus spécifiques a ’espérance conditionnelle.

5) Si X est B-mesurable, E[X|B] = X

)

6) E[E[X|B]] =E[X]

7) Si X € L? pour un p > 1, alors E[ X |B] € L? également.
)

(
(
(
(

8) Si A C B deux sous-tribus,

E[E[X[A][B] = E[E[X|B]|A] = E[X]A] .

(9) Pour toute v.a. Z B-mesurable et pour toute v.a. X € ! telles que XZ € L},

alors
E[XZ|B] = ZE[X|B] .

(10) Si X est indépendante de B, E[ X |B] =E[X].

(11) Soit X une v.a. indépendante de B et Y une v.a. B-mesurable. Pour toute
fonction f: R x R — R telle que f(X,Y) € L', on a

E[f(X,Y)|B] = / f(2,Y)Px(da) .

Démonstration. On montre simplement quelques propriétés, on renvoie le lecteur intéressé
aux références du cours pour la démonstration des autres.

(1) Il suffit de vérifier que la variable Z = oE[X|B]| + BE[Y|B] vérifie les axiomes de
'espérance conditionnelle E[aX + BY|B]. Par définition, Z est B-mesurable et L'.
De plus, pour tout A € B, par linéarité de ’espérance classique,

E[14Z] = aE[14E[X[B]] + SE[14E[Y|B]]
= aE[14X] + BE[1,4Y] = E[14(aX + BY)].

La v.a. E[aX + BY|B] étant 'unique (p.s.) v.a. de L*(Q, B,P) vérifiant 'égalité ci-
dessus, on a bien :

E[aX + BY|B] = aE[X|B] + BE[Y|B] ps.
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(2)

Supposons X > 0 p.s. L’espérance
E[E[X|B] 1gx5)<0]

est négative en tant qu’espérance d’une v.a. négative. Or, par définition de I’espérance
conditionnelle, I'événement { E[X|B] < 0} est dans B et donc

E[E[X|B] 15 x|8]<0] = E[ X1gx|5)<0] > 0.

Ainsi cet espérance est nulle. La v.a. E[X[B]1g x|5]<o étant négative ou nulle et
d’espérance nulle, elle est donc nulle p.s. et donc p.s. E[X|B] > 0.

En appliquant ce résultat a la v.a. X — Y, on obtient la seconde partie du résultat.

Nous allons montrer que
limsupE[ X, |B] <E[X|B] p.s. (1)
n

Un raisonnement analogue permet d’obtenir la minoration liminf,, E[ X, |B] > E[ X |5]
p-s. qui implique le résultat voulu.

Soit € > 0. On considére ’événement
A = {limsupE[Xnﬂg] >E[X|B]+ 6}
n

et montre que P(A.) = 0. En passant & la limite, on obtient (1). Par définition de A,
la minoration suivante est vérifiée :

E[(limnsup]E[XﬂB]—E[XB])IAE} > eP(A.). (2)

D’autre part, considérons la suite de v.a. Z,, = supys,, E[X;|B] 14, . Les v.a. X}, étant
uniformément bornée par la v.a. Y, les Z,, sont également bornées par E[Y|B] € L!
d’apreés le point (2) :

vneN,|Z,| <E[Y|B].

De plus, les v.a. Z,, sont p.s. décroissantes et convergent donc p.s. vers la v.a.

Zoo = limsupE[X;|B]14, =limsupE[X,|B]14..
n k>n n

Le théoréme de convergence dominée classique nous donne donc I’égalité suivante :

n—oo

E limsupE[Xn|B]1Ae] = lim E[Z,].
n
De plus, pour tout £ <n € N, X, <supys,, X, donc
Z, =supE[Xy|B]1a. <E [supXHB] 1a,.
k>n k>n

L’événement A, appartenant & B, la définition de l’espérance conditionnelle nous
montre que :

E[Zn] :S E |:E |:SupXk|B:| 1A€:| =E |:SupXk1A€:| .
k>n k>n

Ainsi,
E[limsupE[Xn|B] 1AE} = lim E[Z,] < lim E{supXklAs}
n n—oo n—roo k?Zn

=E[X14,] =E[E[X|B]14,],
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(10)

la derniére ligne étant obtenue par une nouvelle application du TCD puis de la défini-
tion de I’espérance conditionnelle. On a donc

E | (limsupE[X,|B] —E[X[B])14, | <0

ce qui, avec (2), montre bien que P(A.) = 0.
Admis. Cf Proposition 11.28 de Probabilités 2, Ouvrard

La v.a. X est bien B-mesurable, L! et vérifie naturellement I'égalité : E[14X] =
E[14X] pour tout A € B. Donc X = E[X|B].

1l suffit de prendre A = Q dans I’égalité caractérisant I’espérance conditionnelle du
théoréme 4.2.1.

Il suffit d’appliquer I'inégalité de Jensen conditionnelle avec la fonction convexe z —
|z

Montrons que pour A C B deux sous-tribus,
E[E[X|B]|A] =E[X]|B],

lautre égalité est une conséquence directe de (5). Lav.a. E[E[ X |B] |.A] est A-mesurable
et L! par définition. De plus, pour tout A € A,

E[14E[E[X|B]|A]] = E[14E[X]|B]].
Et comme A € A C B, encore une fois par définition de ’espérance conditionnelle,
E[14E[X[B]] = E[14X],

ce qui montre 1’égalité recherchée.

On suit le schéma classique en théorie de 'intégration : on montre d’abord le résultat
pour Z une indicatrice, puis pour une fonction étagée puis pour une v.a. positive, en
utilisant le fait que toute v.a. positive est limite simple croissante de fonctions étagées,
puis pour une v.a. quelconque.

La v.a. (qui est en fait constante!) E[X] est bien L! et B-mesurable. De plus, pour
tout A € B par indépendance,

E[E[X]|14]=E[X]E[14]=E[X14],

ce qui montre le résultat recherché.

La propriété (11) est proposée a la démonstration en exercice de la feuille de TD 3.

O

38



5 Chaines de Markov

Intuitivement, il s’agit de processus aléatoires dont le comportement futur ne
dépend que de I'état présent et non du chemin employé par le processus pour y
arriver. L’ensemble des valeurs possibles, noté ici F, est appelé l’espace des états de
la chaine de Markov. On ne considérera, dans tout ce chapitre, que des chaines de
Markov prenant un nombre fini ou infini dénombrable de valeurs (i.e. I'ensemble E
est fini ou infini dénombrable).

5.1 Définition et premiéres propriétés

On introduit ici les chaines de Markov par une définition “élémentaire” qui n’est
valable que dans les cas fini ou dénombrable. On verra par la suite qu’il existe
une définition équivalente & partir de la notion d’espérance conditionnelle. Cette
seconde définition fait intervenir des outils probabilistes plus avancés mais a, entre
autre intérét, I’avantage de pouvoir naturellement s’étendre au cas continu en temps
et en espace.

Définition 5.1.1. Une matrice de transition (ou matrice stochastique) est une
application P : E x E — [0,1] telle que

Vo e I, ZP(m,y) =1.

yekE
Remarques :
e Pour tout x € E, P(z,-) est un germe de probabilité sur E.

e Attention a la terminologie qui peut étre trompeuse : si E est infini, la somme
précédente est une série et P n’est pas une «vraie» matrice !

Ezxemple :
0.2 04 04
E={1,23} e P=[05 0 05
03 07 O

Définition 5.1.2. Un processus stochastique (Xy),cy @ valeurs dans E est une
chaine de Markov (homogéne) de matrice de transition P si pour tout n € N et pour
tout (xg, ..., Tpy1) € B2 tels que P(X, = 2p,..., Xg=29) >0 :

P(Xn+1 = CEnJrl’Xn = Tpy.-- 7XO = .I'()) = P(XnJrl = ./,CnJrl‘Xn = %n)

— P(In,$n+1) .

Remarques :
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e On peut considérer des chaines de Markov non homogenes :
]P)<Xn+l = xn+l|Xn = Tny .- 7X0 = ZE()) = Pn(xnvxn—&—l) .

i.e. la matrice de transition change a chaque instant n. Sans précision contraire,
toutes les chaines de Markov considérées dans ce cours et les TDs associés
seront des chaines de Markov homogénes.

e On appelle X, l’état initial de la chaine de Markov. Attention, il s’agit a priori
d’une variable aléatoire.

Notation : Pour une chaine de Markov (X,,),

e on note P, et £, pour indiquer que la v.a. X, est presque strement constante
égale a la valeur x.

e 5i p est une loi de probabilité sur F, on note P, et [, pour indiquer que la loi
de Xy est p. La loi p est alors appelée loi initiale de la chaine de Markov.

Théoréme 5.1.3. La matrice de transition et la loi initiale caractérisent la loi de
la chaine de Markov :

1. Equations de Chapman-Kolmogorov : Pour une chaine de Markov (Xn)pen de

transition P et de loi initiale i, on a, pour tout n € N, pour tout (g, ..., x,) €
En+1;

P, (Xo =20, Xi =21,..., X, =2,) = pu({xo })P(z0,21) ... P(xp_1,20) -
Inversement, cette égalité caractérise la loi de la chaine de Markowv.

2. Soit P une matrice de transition et p une loi sur E. Alors il existe un processus
(Xn)pen @ valeurs dans E qui est une chaine de Markov de loi initiale p1 et de
transition P.

Démonstration. La démonstration de ce théoréme utilise le théoréme d’extension de Kol-
mogorov qui n’est pas un attendu de ce cours, mais dont nous présentons ici une version
pour le lecteur intéressé (une démonstration du théoréme d’extension peut étre trouvé dans
Probability et Measure de Billingsley).

Théoréme 5.1.4 (Théoréme d’extension de Kolmogorov). Soit une suite (Py),,cy de mesure
de probabilités telle que, pour tout n € N,

1. P, est une mesure de probabilités sur (R™, B(R™))
2. pour tout borélien A, € B(R™), on ait P,41(A, X R) = P,(4,).

Alors il existe une unique mesure de probabilités P sur (RY, B(R)Y) telle que pour tout n € N,
VA, € B(R"), P(A, xRY) = P,(A,).

On peut alors utiliser ce théoréme pour démontrer le résultat d’existence et d’unicité
des chaines de Markov.
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1. Par récurrence sur n € N, & partir de la définition. Le cas n = 0 est évident par
la définition de IP,. Supposons alors les équations de Chapman-Kolmogorov vérifiées
pour un n € N quels que soient (g, ..., 2,) € E"T!. Alors, pour tout (zg,...,%n11) €
E™+2 soit Py, (Xo = 20, X1 =1,...,Xp+1 =2, ) = 0 et le résultat est évident, soit
cette probabilité est strictement positive et par hypothése de récurrence et définition
d’une chaine de Markov,

P, (Xo=mo, X1 =21,..., Xpny1 = Tpny1)
=P, (Xo =20, X1 =21,...,. X,y =2,) Py (X1 = pg1 | Xo =20, X1 =21,..., Xy =)
=(p({zo })P(z0,x1) ... P(Tp—1,20)) P(2p, Tny1)

Ce qui montre que les équations de Chapman-Kolmogorov sont toujours vérifiées pour
n + 1. Le résultat est donc vrai pour tout n € N d’aprés le principe de récurrence.
Ces équations caractérisent la loi de la chaine de Markov car elles caractérisent la loi
des n premiers termes pour n € N quelconque et il y a unicité d’apres le théoréme
d’extension de Kolmogorov. En effet, soit P et P les lois respectives, sur (RY, B(R)Y),
de deux chaines de Markov (X,,), y et (Xn) satisfaisant la méme équation de
neN
Chapman-Kolmogorov, i.e. ayant méme probabilités de transition et méme loi initiale.
Cela signifie que les lois des n premiéres marginales de (X,,),, oy et de (Xn> sont les
neN
meémes et donc d’aprés le théoréme d’extension de Kolmogorov, les lois des processus
également.

2. Posons pour tout n € N,
V(l’o, e ,(En), Pn(l'o, e ,SCn) = [}J({I’Q })P(II?(), 2131) N P(I’n_l,l‘n) .

Chaque P, induit une mesure de probabilités sur (R™, B(R™)) vérifiant, pour tout
borélien A, € B(R"), P,t1(A, x R) = P,(A,). Grace au théoréme d’extension de
Kolmogorov, on sait qu’il existe une loi P sur les suites & valeurs réelles dont les
marginales sont données par les P,. Cela montre bien l'existence de la chaine de
Markov en considérant le processus canonique sur I'espace (RY, B(R)N, P).

O

Ainsi, si deux chaines de Markov (X,,), . et ()?n> ont méme loi initiale p et
neN

méme matrice de transition P, alors pour tout n € N,
Y(zg,...,2,) € E" P(Xg=20,..., X = 2,) :IP’<550 =20, .., X, = xn>

Ezxemples :

1. Représentation d’une chaine de Markov sous forme de graphe : Considérons la chaine
de Markov définie par la matrice

0.2 04 04
P=105 0 05
03 07 0

On peut la représenter par le graphe suivant ot les noeuds représentent les différents
états de la chaine et les fleches les transitions possibles.

2. On appelle marche aléatoire simple sur Z issue de x € 7, une chaine de Markov
(Xn)pen ayant pour état initial Xo = x et pour transitions, pour un p €]0, 1] fixé,
D sij=1+1
P(i,j) =< 1—p sij=i—1
0 si|i—jl#1
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0.7

0.2

Comment montrer qu’un processus est une chaine de Markov ?

Soit on revient a la définition, soit on utilise le théoréme ci-dessous qui est souvent
plus pratique.

Théoréme 5.1.5. Soit (X,,), o un processus a valeurs dans E et (Uy,), o une suite
de v.a.i.i.d. & valeurs dans un espace F' (non nécessaire dénombrable). On suppose
de plus que la suite (Uy), oy est indépendante de Xy et qu’il existe une fonction
f: ExF — E (mesurable) telle que

Vn € N7 Xn+1 = f(Xm Un—i—l) .

Alors le processus (Xy,), ey €st une chaine de Markov.

Démonstration. On vérifie que le processus construit satisfait bien la définition de Chaine
de Markov. O

Ezxemple : Soit (Uy),cn- une suite de v.a.ii.d. telles que, pour un certain p €]0, 1], pour
tout n € N, P(U,=1) = p et P(U,=-1) = 1 — p. On considére alors le processus
(Xn)pen défini par

Xo =z pour un = € Z fixé,
VneN, Xpp1 =Xy +Unpga.

Le théoréeme précédent nous dit que (Xp), oy est une chaine de Markov. On voit de plus
qu’il s’agit d’'une marche aléatoire simple sur Z issue de .

5.2 Représentation matricielle

Comme I’ensemble E est fini ou dénombrable, on a vu que les probabilités de
transition pouvaient étre représentées par des "matrices" (ayant potentiellement une
infinité de lignes et de colonnes). On peut également identifier une loi de probabilité
psur E aun "vecteur" ligne (1i,).cp des poids de probabilité (potentiellement infini)
et une fonction f : £ — R & un vecteur colonne (f,).cp. Ainsi, si une v.a. X suit la
loi p sur E/, on peut écrire matriciellement 'espérance de X.

E[f(X)] = /E F@ude) =3 Fen) =3 pufe=p- f .

zelE zeE

On peut de plus généraliser le produit matriciel classique & ces matrices stochas-
tiques infinies :
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Définition 5.2.1. La matrice produit de deuxr matrices stochastiques est 'applica-
tion PQ : E x E — [0, 00| définie par :

Ve,y € E, PQ(x,y) := ZP(x,z)Q(z,y) )
zeE

Proposition 5.2.2. Le produit de deux matrices stochastiques est encore une ma-
trice stochastique.

Démonstration. On a bien :

Ve,y € E, 0 < PQ(z,y) < ZP(x,z) =1< o0

z€E
et, de plus,
Vee B, 3 PQy) =3 3 P, 2)Qzy) = S P.2) Y. Qay) = 3 Pla,z) = 1.
yeE yeEFE z€E zelE yekE zelk
O
On peut alors définir récursivement P :
P’=1I;etVneN, P"tt = pp".
Ce produit a un sens probabiliste :
P(Xy =y|Xo=1) = ZP(Xz =y|Xo =z, X1 =2)P(X; = 2|Xo = z)
zeE
=Y P(Xp=y|X; =2)P(X; = 2|Xo = 2)
zeE
= P(z,y)P(x,2) = P*(z,y) .
zeE
Plus généralement,
Proposition 5.2.3. Pour tout n € N, P(X,, = y|Xo =z) = P"(z,y) .
Démonstration. On itére la formule précédente par récurrence. O

On peut ainsi ramener les calculs de probabilités sur la chaine de Markov a des
problémes d’algébre linéaire et utiliser les résultats classiques, dans le cas ol 'espace
d’état E est fini :

Proposition 5.2.4. Soit f : E — R bornée, (X,),cy une chaine de Markov de
matrice de transition P et p une loi de probabilité sur E. Alors pour tout n € N,
rekE;

1Py (Xy =) = (pP"),
3. By [f(Xn)] = pPf

Démonstration. Exercice O

Ezemple : On considére la matrice de transition P = 0(')5 Of) sur lespace d’état

27" 1-27"
E = {A,B}. On montre par récurrence que pour tout n € N, P" = < 0 1 )
Ainsi, pour tout n € N, P4 (X, = A) =P} =27".
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5.3 Propriétés de Markov

Théoréme 5.3.1 (Propriété de Markov simple vue du point de vue de 'espérance
conditionnelle). Un processus stochastique (Xy),cy est une chaine de Markov ssi
pour toute fonction f : E — R mesurable, bornée (ou plus généralement telle que
Uespérance conditionnelle est bien définie), on a pour tout n > 0 et toute loi initiale

o
By [f(Xnt) I 7] = Eu [F(Xa)IXa] = (PHX) = Ex, [f(X)] ()

ol (Xn) est une chaine de Markov de méme matrice de transition que (X,), ey
neN N
mas partant de Xo = X,,.

Démonstration. Si (X,), y est une chaine de Markov,

EM [f(XfH‘l)“F?i(] = Z E;t[f(Xn-‘rl)‘XO:xO;--- Xn—xn]]-Xo =20,y Xn=Tn
= Z E, [f(Xn+1)‘Xn = xn] 1x,=a0,....Xp=2,

= Z E’LJ, [f(X71,+1)|Xn - xn] ]-X,I,:.’Jcn = E/L [f(XTH-l)'XW]

zn€E
B Xp =y )>0

De plus, pour tout x € F,
By [ f(Xns)|Xn =] = fly Pf(x).
yeE

Cela montre la premiére implication.

Inversement, supposons la relation (3) vérifiée et montrons qu’alors (X,), y est une
chaine de Markov. On prend f(z) = 1,—,,,, : comme { Xy = z9,...,X,, =z, } € FX, par
définition de I’espérance conditionnelle,

Eﬂ, []-Xo:mu ..... yXn==Tn E;L [f(Xn+1)|f£(]]

]EH []'XO:IOw--yX'n,:mn7X'n/+1:13n+1}
]P);L (XO =x0,...,Xp = 'T'IHXTL-‘rl = Tn+1 ) .

D’autre part, comme, par hypothése,

Eu [f(Xn+1)|}-§] :P(Xn,fnﬂ),

on obtient
E,u, []—Xo:wo,...,X”:x”Eu [f(XnJrl)']:r)f} ] = p(mnaanrl)Pp, (XO =0y, Xn = xn) .
D’ou le résultat lorsque P, (X = zo,..., X, = 2,) > 0.

O

Théoréme 5.3.2 (Propriété de Markov simple étendue). Soit (X,,), oy une chaine
de Markov. Alors pour toute fonction g : EN — R mesurable, bornée (ou plus géné-
ralement telle que lespérance conditionnelle soit bien définie), on a pour tout n > 0
et toute loi initiale p :

E;t [g ((Xn—&-k)k;zo) |]:r)f} =Ex, [ ((Xk‘)k>0”

— ZE Xk k>0)} ]-Xn:ac

zeE
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Démonstration. Récurrence avec propriété de Markov classique + argument de classe mo-
notone g

Ezemple :  On modélise une file d’attente a un guichet de la maniére suivante : & chaque
instant discret n, on a une proba 1/3 que 0 personne arrive, 1/3 que 1 personne arrive et
1/3 que 2 personnes arrivent ; le nombre de personnes arrivant a I'instant n est indépendant
des autres arrivées. De plus, si la file n’est pas vide a I'instant n, la requéte d’une personne
est traitée.

On peut donc représenter le nombre de personnes arrivant & chaque instant par une
suite de v.a.ii.d. (Up),cn- de loi uniforme sur {0;1;2} et le nombre de personnes dans la
file d’attente par un processus (X;), oy vérifiant

Vn €N, Xnt1 = (Xn - ]‘)1Xn>0 + Uny1-
Le processus (X,),cy est donc une chaine de Markov sur N de transitions :

1/3 siz#0etye{x—1,z,2+1}
0 siz#0etyd¢{x—1,z,2+1}
1/3 siz=0etye{0,1,2}
0 siz=0ety¢{0,1,2}

V(z,y) € N?, p(z,y) =

On peut se demander alors quelle est la probabilité que la file se vide lorsqu’il y a initiale-
ment Xy = x € N personnes dans la file, i.e. que vaut u; :=P,(In €N, X,, =0)7?
I est évident que ug = 1 et pour tout z € N*, comme Xy = z # 0,

Uy = Ky [1EInEN, XH_n:O] =E, [E [g ((XlJrn)neN) ‘-FIXH

ott g((%n),en) = 13neN, z,—0- D’aprés la propriété de Markov simple étendue, on a donc,

u, = E, [Exl [9 ((Xn)neN)H

= 3Ea1 [0 (Kduen) ] + 5B [0 ((Xn)ner) ] + 5Bt [0 (X))

= g (uz—l + uz + Uw-‘,—l)

On voit donc que la suite (u;),c est solution de I’équation récursive ug 1 —2uz +uz—1 =0
avec condition initiale ug = 1. On a alors Vx € N, u, = 1. Ainsi, la file d’attente se vide
presque stirement quel que soit le nombre de personnes initialement présentes.

Théoréme 5.3.3 (Propriété de Markov forte). Soit (Xy,), o une chaine de Markov
et T un temps d’arrét par rapport a la filtration (]:Tf()neN. Alors pour toute fonction

g : EN — R mesurable, bornée (ou plus généralement telle que 'espérance condition-
nelle est bien définie), on a pour tout n > 0 et toute loi initiale p :

E, {1T<oog ((X7+k)k20) \]—"TX} =1, Ex. [g((Xk)kZOH
- ZEJ@ [9((Xk)k20” lrcoo, x,=2

zeFE
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Démonstration. Soit A € FX. Montrons que

E, [1A17—<oo]EXT [g((Xk)kzo)H =E, [1A17—<oog ((X7+k)k20)} .

On décompose selon les valeurs de 7 et on utilise la propriété de Markov étendue :

E, {1A]-T<00EXT{ ((Xk k>°>” ZE {]-Aﬂ{‘r:n}EXn {9((Xk)kzo>H

= ZEF‘ {1Aﬁ{rzn}El‘ [g <(Xn+k)k20) |}—ij}}

n=0

Or, par définition de X, AN{7T =n} € F.X, ainsi la définition de 'espérance conditionnelle
nous montre que :

]E# 1al:coEx, [9((Xk)k20)” = iEu {1Am{7=n}9 ((Xn+k)k20) ‘ff}
n=0

=E, [1A1'r<oog <(XT+k )’QO”
O

Application : Pour une chaine de Markov (X,,)
k € N*, le k€ retour en un point z € £ :

nens 0N introduit, pour tout entier

T} =inf{n >0, X,=ux}
Vk € N*, TF+! :inf{n>Tf, X,=z} .

On a le résultat suivant décrivant la probabilité qu’il y ait au moins k£ retours en
x en fonction de la probailité d’un unique retour en ce point :

Proposition 5.3.4.

xT

Démonstration. Pour tout entier k,
P, (TH! < 00) =P, (TFH < 00, TF < 00)

|:1Tk<oo Tk+1<(x>|ka:| :|

E. [E.
% [t 72
[

v | 1k <ooEx 1U°°1{X1—x}ﬂ

E
E; [Lrp<ooBs [1uz, (xi=ay]]
Eo [17rcoo | Eo [1r1coo | =Py (Th < 00) P, (T} < 00) .

Une récurrence permet alors de conclure. O

Ainsi, si la probabilité de revenir en un point est strictement plus petit que 1, la
probabilité d’y revenir une infinité de fois, qui est plus petite que la probabilité d’y
revenir k fois pour tout k£ € N, est nulle. Par contre, si la probabilité de retour en
un point vaut 1, le processus passera donc presque stirement une infinité de fois en
ce point.
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5.4 Classification des états

On va voir dans cette partie que les différents états d’une chaine de Markov se
classent en deux grandes catégories.

Définition 5.4.1. Un état x € E conduit a un état y € E' (on note x — y) ssi une
des trois propriétés suivantes équivalentes est vérifiée :

1. x =y ou il existe n > 0 et une suite (vg = 2,29, ..., 7, =y) € B tels que

Vi € {1,...,72}, P(in,l,l’i) >0.

2. In >0, P"(z,y) >0
3. P, (In>0, X;,=y)>0
Exercice : montrer que ces trois propriétés sont équivalentes.

Définition 5.4.2. Deuz états x,y € E communiquent entre eur st x — y ety — x.
On note x <> y.

Proposition 5.4.3. La relation x <> y est une relation d’équivalence sur E, c’est-
a-dire qu’elle est :

o réflexive : x <> x
o symétrique : st x <>y, alors y <> x.

o transitive : S1 S1 T <>y et y <> z, alors x < 2.

Démonstration. Exercice O

On peut donc considérer les classes de communication associées qui forment une
partition de l'espace E. La classe de communication de x € E est I'ensemble des
états qui communiquent avec z : C(z) ={y € E / z <> y}.

Définition 5.4.4.

1. Un ensemble A C E est fermé si il est impossible d’en sortir :

VieA x—>y=yecA.

2. si {x} est fermé, on dit que x est absorbant.

3. si tous les états communiquent entre eux (i.e. il y a une unique classe de
communication), on dit que la chaine est irréductible.

Ezxemple : Pour la chaine de Markov représentée en figure 3, les classes de communication
sont :

o (1 ={A, B}, classe fermée

e Cy={C,D,F G}, classe non fermée
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FIGURE 3 — Exemple de graphe d’une chaine de Markov
e (3 ={FE}, classe fermeée, I’état E est absorbant.

Il existe en fait deux catégories de classes : les classes récurrentes desquelles la
chaine ne peut pas sortir, une fois qu’elle y a pénétré et les classes transitoires que
la chaine ne visitera au plus qu'un nombre fini de fois P-p.s.

Commencons par définir ces deux notions pour les états. On introduit d’abord
le nombre de passages en un point x :

N,=#{neN, X, =z} =) 1x,, €N

n>0

On rappelle également la définition du k¢ retour en un point x € F :
T =inf{n >0, X,=2}
ThH = inf {n > " X, = z} .
Ces variables sont liées par la relation suivante :
Proposition 5.4.5.
Wk >0, P (N, > k+1) =P, (TF <o0) = (P, (T} < 00))"

Démonstration. La premiére égalité est évidente , la deuxiéme est le résultat de la propo-
sition 5.3.4. O

Ainsi, pour tout état z € F,

e soit P, (T} < o0) =1 et N, est P,-p.s. infinie,

e soit P, (T} <oo)=0cet N, =1P,p.s.,

e soit P, (T} < 00) €]0,1[ et N, suit sous P, une loi géométrique de paramétre

p=1-P, (T! <o0) =P, (T} = ).
Cela justifie la définition-proposition suivante :
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Définition 5.4.6. Un état x € E est :

e récurrent st une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

P, (T} <o0)=1 4 P (Ny=00)=1 & E,[N,]=)> P'(z,2)=00.
n=0

e transitoire si une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

P, (T} <o)<l & Pp(Ny=00)=0 & E,[N,] =) P'z,2) <.
n=0

Démonstration. On vient de voir les premiéres équivalences. SiE, [N, ] < 00, P, (N, = 00) <
1 soit P, (T; = o0) < 1.

Par ailleurs, P, (T < oco) < 1 implique que N, est constant ou suit une loi géométrique
d’aprés le lemme précédent et donc E, [N, ] < 0o, ce qui conclut la démonstration. O

Remarquons qu’au vu de la premiére caractérisation (ou de la derniére), tout état
est nécessairement soit transitoire, soit récurrent.

Théoréme 5.4.7. Récurrence et transience sont des propriétés de classe : st x <>y
alors :

e soil x ety sont tous les deux récurrents,

e soit x et y sont tous les deux transitoires.

Démonstration. Pour x # y € E, Remarquons tout d’abord en utilisant la propriété de
Markov forte,

E,[N,] =E, [1T5<00Ny} =P, (T! < 00) B, [N,] <E,[N,].

De plus, si ¢ — y, In > 0, P"*(x,y) > 0, ainsi,
E,[N,] > E; [N,] = Y P¥(z,y)
k=0
oo (oo}
> Prx,y) =D P"(x,y)
k=n k=0

> Zpk(x’x)P7l(x7y) = P"(agy)Ew [NI] .
k=0

Ainsi, en faisant le méme raisonnement en inversant le role de x et y, on voit que E, [V, ] < o0
ssi B, [N, ] < oo. O

Théoréme 5.4.8. Pour une chaine de Markov sur un espace d’états E :
1. Toute classe non fermée est transitoire.
2. Toute classe fermée et finie est récurrente.

3. St x ety sont dans une méme classe récurrente, P, (Tyl < oo) = 1.
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Démonstration.

1. Si une classe C n’est pas fermée, alors il existe x € C et y € E\ C, x — y. De plus,
y /> x sinon y appartiendrait a la méme classe que x. Ainsi

Py (Ny < o00) > P, (T, <o0) >0

et 'état x et donc toute la classe de = est transitoire.

2. Soit z € C une classe fermée et finie. La chaine, partant de x passe nécessairement une
infinité de fois dans des états de C car elle ne peut sortir de cette classe :

ZN = Z 1x, ec =00, Py-p.s.
yec neN

Comme cette classe C contient un nombre fini d’états, il en existe au moins un par
lequel la chaine passe une infinité de fois :

JyelC, Ny =00, Py-ps.

Or, si z, et donc tous les états de C, sont transitoires, alors, en utilisant la propriété
de Markov forte avec T}, on a

3. Sixz =y, cela est vrai par définition de récurrence, sinon, comme x et y communiquent,
P, (T, < T, ) > 0. Ainsi, pour tout K € N*,
Py (T, =00) =P, (VneN, X, #y)
=P, (VkeN, Vne [|TF, TH ], Xn #y)
P, (Vk < K, Vn € [|T3, T, Xn # )
Or, d’aprés la propriété de Markov forte appliquée au temps d’arrét TX, p.s. fini car
la CM (X,,),, oy est récurrente, pour tout K € N,
P, (Vk < K, Vn € [|TF, TF ], X, #y)
P, (Vn € (0,7} ]|, Xn #y) Po (VE < K =1, Vn € |TF, T[], X, # )

P, (Ty >T))P (Vk;<K—1 Vn € [|TF, TEY, X, #y)

P, T1 > Tl) (par récurrence).

Alinsi,
VK €N*, P, (T} = o00) <P, (T} >1T})""

et, comme P, (7, > T}) < 1, on obtient bien P, (T,} = c0) = 0.

Exemples :
e Pour la chaine de Markov représentée dans la figure 4, il y a donc trois classes

— () = { A, B} fermée, finie et donc récurrente

— Cy ={C,D, F,G} non fermée et donc transitoire
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FIGURE 4 — Exemple de graphe d’une chaine de Markov

— (O3 = { E'} fermée, finie et donc récurrente

Marche simple sur Z : (X,,) _y telle que

neN
Vn € N,VZ € Z, ]P)O(Xn—i-l =14+ 1|Xn = Z) =p et PO (Xn-‘rl =1 — 1|Xn = Z) = 1—p

La chaine admet une unique classe de communication Z qui est donc fermée.
Néanmoins, cette classe n’étant pas finie, on ne peut pas conclure qu’elle est
récurrente. Pour étudier la nature de cette classe, on utilise le dernier point de
la définition 5.4.6 : I'état 0 est récurrent ssi Eo [No| = >, . P"(0,0) = co. En
dénombrant le nombre de chemins issus de 0 et ramenant en 0 en n coups, on
voit que pour tout n € N,

2
P?1(0,0) = 0 et P*(0,0) = < ">p”(1 —p)™.
n

On peut alors utiliser la formule de Stirling pour obtenir un équivalent de (2:)
Rappelons que cette formule donne un équivalent de n! :

n! ~ <E> 27n.

e
Alinsi,
2n on\ " eN2n 1 4n
~ =) V2r2 (_) =
(n) (e) ren n 2m™n TN
et donc

(4p(L —p))"
Voo

Sip#1/2, 4p(1 —p) < 1 et P?(0,0) est le terme général d’une série conver-
gente et pour p = 1/2, P?*(0,0) ~ (7n)"'/? terme général d’une série di-
vergente. La marche aléatoire symétrique est donc récurrente et les marches
aléatoires non symétriques sont, quant a elles, transitoires.

P?(0,0) ~
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5.5 Probabilités stationnaires
Définition et existence

Définition 5.5.1. Soit (X,), oy une chaine de Markov sur un espace d’état E de
transition P. Une probabilité m est stationnaire ou invariante pour la chaine (Xy,), oy
st l'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :

1. pour tout A C F,
VneN, P,.(X,€A)=mn(A)

2. m=7P i.e. m' est un vecteur propre de PT associé & la v.p. 1.

3. pour toutn € N, 7 =mP".

Remarque :

e Si on choisit la loi invariante m comme loi initiale de la chaine de Markov, la
loi de X, reste m quelque soit n.

e Il peut y avoir plusieurs probabilités invariantes ou aucune.

Ezemples

o Une CM avec une unique probabilité invariante : Considérons la chaine de
Markov associée & la matrice

P= ((1;@ (1319))

ou a,b €]0,1[. Une probabilité invariante de cette chaine vérifie :

(71, 72) (“;“) (1fb)):(m,7r2) P —

Comme de plus, m + m = 1, on a comme unique solution 7 = (a%b, =)

e Une chaine de Markov avec plusieurs probabilités invariantes :

0 1/2 1/2 0
0 1 0 0
P=1o o 12 12
0 0 1/2 1/2

e Une chaine de Markov sans aucune probabilité invariante : Marche simple sur
Z aucune proba invariante quel que soit p €]0; 1] ( voir TD).

Quand une chaine de Markov admet-elle une probabilité invariante ?

La question naturelle est donc de trouver une condition suffisante (voire néces-
saire) pour avoir l'existence et I'unicité de la probabilité invariante.

Pour cela, on va introduire une nuance supplémentaire dans la classification des
états.
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Définition 5.5.2. Un état récurrent x € E est dit récurrent positif si E, [T}!] < oo
et récurrent nul si E, [T)}] = co.

Cela signifie que non seulement, on revient P,-p.s. en temps fini au point x mais
qu’en plus, ce temps est intégrable et donc a une faible probabilité de prendre de
trés grandes valeurs.

Proposition 5.5.3.

1. Etre récurrent positif est une propriété de classe de communication : si x <> v,
alors x et y sont soit tous les deux récurrents positifs, soit aucun des deux ne
lest.

2. Si la classe C d’un état récurrent x € E est finie, alors x est récurrent positif
(et donc tous les états de C également).

Démonstration. Admis. O

La notion de récurrence positive est directement liée i 'existence d’'une proba-
bilité invariante.

Théoréme 5.5.4. Soit (X,,), .y une chaine de Markov irréductible sur E. Alors
(Xn),en admet une probabilité invariante m ssi elle admet un état récurrent positif
(et donc tous les états sont récurrents positifs). Dans ce cas, © est unique et

1
Ve e b =577 >0.
renrn, m EI[Tl]

(De plus, Vx,y € E, E, [NY] =¥ ou N} = Z?:o 1x,—.)

Démonstration. Admis. Cf DM3 MPA O

Théorémes de convergence

Théoréme 5.5.5 (Théoréme ergodique ou Loi Forte des Grands Nombres pour
les Chaines de Markov). Soit (X,,), oy une chaine de Markov irréductible récurrente
positive de probabilité invariante w. Alors, quelle que soit la loi initiale p,

VfeLl(n), P, < lim — > fX0) =) fla)m = E[f(X)]>

n—oo 1 cE
x

ou X est une v.a. de loi .

Démonstration. On démontre le résultat dans le cas ou f est une fonction bornée.
Comme quelque soit la loi initiale x4 et ’événement A,

Py, (A) = Zﬂxﬂbx (A),

zEE

il suffit de montrer le résultat pour X, constante. On se fixe donc = € E et on travaille sous
P,. Pour k£ € N*, on note Tgf le k° temps de retour en y :

T; =inf{n > 1, X,, =y} et T;"H =inf{n>TF+1, X, =y}
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Remarquons tout d’abord que
VkeN*, Vy e B, Pu(T) <o0)=1.
En effet, la propriété de Markov forte nous dit que
VkeN", Wy e E, Pu(T}) <o0)=P,(T, <oo)Py (T, < oo)f .

Et les deux probabiltiés intervenant dans le membre de droite sont égales & 1 car 'unique
classe est récurrente.
On peut donc introduire les temps inter-passage : pour k € N* et y € E, ’7"5 = T;“ —T;.
La encore la propriété de Markov forte permet de montrer que les v.a. (T{;)keN* sont i.i.d.
et que
Vk € N*, Vn € N*, Wy € E, Py(r} =n) =Py, (T, =n).

Ainsi, par hypothése les v.a. 75 sont dans L.} (PP,) et la Loi Forte des Grands Nombres montre
que P,-p.s.

k 1 1

lim % = lim £ + lim —

k—o0 k—o0 k—oo k p

On note maintenant N, le nombre de passages en y avant l'instant n (sans compter ’état
. NP N™41 .
initial) : N} == Y or_qlx,—y. Pourtout n e N*, T, <n<T," 1 Et donc, lim,
ﬁ = my, Py-p.s.. Pour conclure, il suffit de remarquer que

yldy

n

W =

n

B SFEAED PR H1E)

k=1 z€E

et de passer & la limite sur un sous ensemble fini E. C E tel que m(E.) > 1 — € pour € > 0
fixé. Il

Exemple : Soit xg € E. Considérons la fonction f : E — R définie par Vo € F, f(x) =
1,—4,. Cette fonction étant bornée, elle est dans L' () quelle que soit la loi 7. Le théoréme
ergodique montre donc que, quelle que soit la loi initiale ug, la proportion du temps passé
par la chaine au point zg jusqu’a l'instant n : py = n%rl Y peo 1x,=z, converge P, -p.s.

vers » g Lo—ag Mo = Ty
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6 Martingale

6.1 Introduction

En mathématiques, une martingale est un processus dont la valeur moyenne
connaissant tout le passé n’évolue pas. Ces processus stochastiques convergent sous
des hypothéses assez faibles. Remarquons que le terme «martingale» est également
utilisé par les joueurs pour désigner une technique censée permettre d’assurer des
gains dans un jeu de hasard tout en respectant les régles. Cette seconde signification
est alors presque opposée au sens mathématique!

Commencons par la définition mathématique : les deux premiers points sont
purement techniques et essence du concept se situe dans le point 3).

Définition 6.1.1. Un processus (M,), .y est une martingale, relativement a la fil-
tration (Fp),cy S

1) (My),cy est adapté a la filtration (Fp),cxn

2)VneN, M,el!
3) VneN, E[M,.|F,]=M,.

Le concept s’étend en remplacant ’égalité du dernier point par une inégalité.

Définition 6.1.2. Une surmartingale (resp.sous-martingale),relativement a la fil-
tration (Fy),cy, €st un processus (M,), .y vérifiant les points 1) et 2) ci-dessus el
pour lequel le point 8) est remplacé par :

E[Mn+1|~rn] S Mn (T@Sp. E[Mn—i-l"/—:n] 2 Mn)

Une martingale est donc un processus stochastique qui est a la fois une surmartin-
gale et une sous-martingale. Bien souvent, on considére des martingales relativement
a leur filtration naturelle; le point 1) est alors évidemment vérifie. On parlera alors
simplement de martingale sans préciser la filtration.

Ezxemples :

e soit X € L' et (F,),cy une filtration. Alors le processus (M,,)
M, = E[X|F,] est une martingale.

nen défini par

e La marche aléatoire simple symétrique sur Z est une martingale par rapport a
sa filtration naturelle. (exercice : Que peut-on dire si la marche aléatoire n’est
pas symétrique ?)

® Si (Up),cy est une suite de v.a.ii.d. bornées de moyenne 1 alors le processus
produit (M), o défini par M, =[], U; est une martingale relativement &
la filtration (Fg)neN.

e Si le processus (M,),cy est une martingale, alors le processus (|M,|), oy est
une sous-martingale.
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e Le gain d’un joueur dans un jeu de casino est naturellement modélisé par une
surmartingale.

Il est facile de montrer que

Proposition 6.1.3. L’ensemble des martingales pour une filtration donnée est un
espace vectoriel.

Remarque : Les martingales ne sont pas nécessairement des chaines de Markov.
Prenons (X)), .y une suite de v.a.i.i.d. de loi uniforme sur {—1,0,1} :

P(Xg=1)=P(Xo=—1)=P(X,=0)=1/3.

On considére alors le processus (M,,), _ défini par la relation suivante :

neN

MO = XO et Vn € N, Mn+1 = Mn + XnJrlXO .

On peut vérifier par récurrence que le processus (M), .y est une martingale, relati-
vement & la filtration (F,X) _ et que ¥n € N, M, = Xo(1 4+ X 7, X;). Mais

:P(X():Xg:lOUX():XQZ—]_)/P(XQ:OOUXl:—1) >0

alors que P(My = 1|M; =0, My =0) = 0.
Les martingales n’évoluant pas en moyenne, leur espérance reste constante.

Proposition 6.1.4. Soit une martingale (M, ), oy relativement a une filtration (F,)
Alors

neN”

1) pour tout n > m, E[M,|F,] = My,
2) pour tout n € N, E[M, ] = E[M,].

De méme pour les sur et sous-martingales en remplacant [’égalité par ['inégalité
correspondante : les surmartingales décroissent en moyenne et les sous-martingales
croissent.

Démonstration. Le premier résultat se montre par récurrence en revenant a la définition et
le second en prenant I’espérance dans le premier résultat avec m = 0. O

Lorsque les variables considérées sont dans L2, on peut interpréter le point 1) de
la propriété précédente de la maniére suivante : a I'instant m, la meilleure approxi-
mation d’une valeur future M,, sachant le passé est M,,.
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Inégalités pour les martingales

On peut controler les valeurs prises par une martingale entre les instants 0 et NV
par la valeur finale My.

Proposition 6.1.5 (Inégalité maximale de Doob). Soit (M,), .y une sous-martingale
positive. Alors

0<n<N a

E[M
Va > 0,YN > 0, ]P’(max ana)gﬂ.

Démonstration. On considére les événements disjoints suivants :

VneN, E,={M,>a}n (| {My<a}.

0<k<n

Alors, {maxo<n<ny My > a} = Uy, <n En et donc en appliquant la méme idée que dans la
démonstration de 'inégalité de Markov :

N N M
P(Ogle(NMn_a) Z%]P’(En)_Z]E[ - 1En]

n=0

Comme (M,,), . est une sous-martingale et que E, € F,, on a

N
1}»( max Mn>a) SZ%]E[IE[MNU-'“ME”]

OsnsN n=0
1
= Y -E[E[My1p,|F]]
0<n<N
1 E|M
= Y -E[Mylp,]= [My]
0<n<N a

O

Proposition 6.1.6 (Inégalité maximale P, p > 1). Soit (M,,), o une sous-martingale
et p>1. Alors

p
YN >0, IE{ max |Mn|p] < (L) E[|My"]
P

0<n<N —1
sott
YN 20, max [Malll, < E Ml
Démonstration. Admis g

Remarque : L’inégalité reste valable si || My, = oo, mais n’a alors évidemment que
peu d’intérét.
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6.2 Convergence des martingales
Théorémes de convergence

On étudie, dans cette section, le probléme de la convergence de ces processus.
En effet, si les martingales ne convergent pas en général, on obtient tout de méme
la convergence P-p.s. sous des conditions assez faibles comme 'indique le théoréme
suivant.

Théoréme 6.2.1. Soit (M,), .y une (sur/sous/-)martingale uniformément bornée
dans L i.e.
supE[|M,|] <oo <& sup||M,|; < oo . (4)
neN neN

Alors il existe une v.a. My, € L' telle que M, 2% M.
n—oo
Démonstration. Admis O

Remarques :

e Contrairement a ce qu’on pourrait penser intuitivement, la convergence n’a
lieu que P-p.s. et non dans L' : en particulier E[M,,] et E[ M, ] existent, mais
on n’a pas nécessairement lim,, ., E[M,| = E[M].

Exemple : Le processus (My),y défini par M, = % ou S, est la marche
simple symétrique sur Z est une martingale positive. Donc M, converge P-p.s. vers
une v.a. My,. Par ailleurs, on peut calculer que pour tout n € N, E[M,,] = 1 et

lim,, 500 M,, = 0. Il n’y a donc pas convergenc dans LL!.
e |l faut bien faire la différence entre I’événement
«tous les M,, sont intégrables i.e. pour tout n € N, E[|M,|] < oo
et 'événement
«(M,), ey st uniformément borné dans L' i.e. sup,cy E[|M,]] < co.»

Ainsi une suite de v.a. indépendantes (X, ),y telle que pour tout n € N,
P(X, =n) =P(X, = —n) = 1/2 est un processus stochastique tel que tous
les X,, sont dans L' car pour tout n € N, E[|X,|] = n. Mais le processus

(X0),en Dest pas uniformément borné dans L' car sup,,cy E[|X,|] = co.

e Si le processus (M), .y est une martingale P-p.s. positive, alors la condition
(4) est toujours vérifiee. En effet, on a alors

supE[|M,|] =supE[M,]| =E[M,]| < o .

neN neN

Le théoréme précédent ne permet pas d’obtenir la convergence des moments de
la martingale. Toutefois, nous disposons également du théoréme suivant.
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Théoréme 6.2.2. Soit p > 1 et (M,), .y une martingale bornée dans L i.e.

supE[|M,P] < oo &  sup||M,|, < oo .
neN neN

Alors il existe une v.a. My, € LP telle que (M,), o converge P-p.s. et dans ILP vers
M.

Démonstration. Admis O

Remarques :

e [’hypothése effectuée dans ce dernier résultat est plus forte que dans le préceé-
dent car
Vn €N, [[M,]; < HMan

e Attention, le résultat est FAUX pour p = 1 comme vu précédemment.

o Les deux théorémes ci-dessus donnent 'existence de M., mais ne disent rien
sur la loi de cette variable. Il s’agit souvent d’un probléme beaucoup plus
compliqué que l'existence. Néanmoins, lorsqu’on a la convergence dans P, on
a également convergence des moments d’ordre inférieur a p :

Vr<p, lim E[M ]=E[M,].

n—oo

Cela donne des informations sur la loi de M, en particulier si E[M2] = 0,
M, =0.

6.3 Martingale uniformément intégrable

Au vu des théorémes précédents, une question naturelle est d’identifier la condi-
tion minimale pour avoir la convergence L.!. Nous allons voir dans cette section qu’il
s’agit de I'uniforme intégrabilité.

Processus uniformément intégrable

Définition 6.3.1. Un processus (Xy,),, oy intégrable est dit uniformément intégrable
(U.L) si
lim supE[]Xnan‘ZK] =0.

Remarquons que pour une v.a. X on a I’équivalence :
Xel's lim E[|X|1x3>x] =0.
K—o0 -

Cette derniére condition peut donc étre vue comme une définition (peu naturelle!)
de l'intégrabilité. Cela explique la dénomination «uniforme intégrabilité» dans la
définition précédente.

Proposition 6.3.2 (Conditions suffisantes d’uniforme intégrabilité ).
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1. Si un processus (X,), oy est uniformément borné dans P pour p > 1, alors il
est U.L

2. Si il existe une v.a. Y € L, telle que pour tout entier n € N, | X, | <Y P-p.s.
alors le processus (Xy), oy st U.L

Démonstration.

1. En posant q tel que 1/p+1/q = 1 et en appliquant successivement ’inégalité de Holder,
puis 'inégalité de Markov généralisée, on voit que, pour tout n € Net K > 0,

E[|Xnllix,1>x] < [IXall, ||1|Xn\2KHq
= | Xall, (B(1Xa| > K )"/

E[|X,[7]\"*
< 1 Xall, <Kp

Ainsi, pour tout K > 0,

/4
sup,en || Xnll, (sup,en B[ X, [P])"
sup]E[|Xn\1|X"‘2K} S S P <

< 00
neN Kp/q

Et ce majorant tend bien vers 0 lorsque K — oo.
2. 1l suffit de majorer les X,, par Y dans la définition.
O

Proposition 6.3.3. L’ensemble des processus U.I est strictement inclus dans [’en-
semble des processus uniformément bornés dans L.

Démonstration. U.I = unif borné dans L' : utiliser la définition de la convergence avec
e=1

Contre-exemple pour la stricte inclusion : on considére une suite de variables indépen-
dantes (X,),cy- telle que pour tout n € N*, P(X,, =n) = 1/n et P(X,, =0) =1~ 1/n.
O

Théoréme 6.3.4. Soit un processus (X,),cy €t une v.a. Xoo. Il y a équivalence
entre :

1. (Xy),ey converge vers Xo, dans L'.

2. (Xp),en converge vers Xo, en probabilité ET (X,,), oy est U.L

Démonstration.
=) On sait déja que la convergence L' implique la convergence en probabilité. Il suffit

1
donc de montrer que si (X,,),cy L X, alors (Xn)pen est UL Or, pour tout K >0
n—oo
et tout n € N,

E[|Xn|1|Xn\2K] < ]E“Xn - Xll\XnIZK] +E[|X|1\Xn|ZK]
<N Xn = X1 +E[| X1 x, 5K, |x|<k/2] +E[|X|11x, >k, |x|>K/2]

K
< X = Xl + S P(1Xn - X| 2 K/2) +E[1X[1x)>K/2]
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Et, d’aprés I'inégalité de Markov,

E[1 Xy — X]]

P(1X, — X| > K/2) < =

Ainsi, pour tout K > 0 et tout n € N,
E“anlan\ZK] < 2||Xn - XHI +E “X‘llX\ZK/z]

Fixons maintenant un € > 0. Comme lim,,_,, || X,, — X||1 = 0, il existe N € N, pour
tout K > 0,

supE[|X,[1x, 5K ]| < H1<3XE[\XM1\X,,|2K] +e+E[|IX[11x5K/2] -
neN n<N

Comme les v.a. Xp,... Xy et X sont dans !, en faisant tendre K vers l'infini, on
obtient :

limsupsup E [ | X, |1x, >k ] <€

K—oo neN -
Le résultat étant vrai pour tout € > 0, la limite existe et est nulle i.e. la suite (X,,)
est U.L

<) Montrons tout d’abord que X € L. La suite (X,,),, oy étant U.L elle est uniformément
bornée dans L' : il existe M > 0 tel que sup,, E[|X,,|] < M. De plus, comme (X,,), o
converge en probabilité vers X, il existe une sous suite (X4(n)), . qui converge p.s.
vers X . Ainsi d’aprés le lemme de Fatou,

neN

E[|X|] = E[lixglinf|x¢(n)|} <liminf B[|X,|] < M

et X € L'. Montrons maintenant la convergence. Fixons € > 0. La suite (X,,), oy étant
U.1, il existe Ky > 0, tel que

Alors,pour tout n € N,

E[|X, — X|] <e+E[]X, — X[1jx,—x|>c]
<e+E[|Xnllix,—x3¢] T E[IX]11x, - x|>]
§6+E[|Xn|1|Xn|2Kg] +E[|Xn|1\Xn|<Koy\Xn*X\2€]

+E[|1X[1x2K, ) + E[IX|11x <Ko, 1x0 X3¢ ]
<3¢+ 2KP(| Xy — X| > €)

En passant & la limite en n, on obtient donc

Ve >0, limsupE[| X, — X|] <3¢ soit limsupE[|X, — X|]=0,

n—oQ n—oo

ce qui implique directement la convergence L!.

Martingales U.I.

Les martingales U.L sont en fait le bon cadre pour avoir la convergence LL!.
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Théoréme 6.3.5 (Théoréme de convergence pour les martingales U.L).

Soit (My),cy une (sur/sous/-)martingale U.I. par rapport a une filtration (F,),, cy-
Alors il existe une v.a. My, € L' telle que (M,),,en converge P-p.s. ET dans L' vers
M. De plus, si (My,), oy est une martingale,

VYneN, M,=E[My|F,] .

Dans les autres cas, il faut remplacer [’égalité par 'inégalité correspondante.

Démonstration. Un processus U.I étant uniformément borné dans L', d’aprés le théoréme
de convergence de Doob, il existe M., € L! tel que M, PR M. Ainsi, M, LN M, et

n— oo n— oo
1
(Mn)neN est U.I. D’aprés le théoréme 6.3.4, on a donc bien M, ]L—> M. Montrons alors
n—oo
Iégalité dans le cas ou (M,,),, oy est une martingale. Fixons n € N, la v.a. E[ M| F, ] est L!

et F,, mesurable. De plus, par définition de I’espérance conditionnelle, pour tout A,, € F,,
pour tout m € N,

E[14, M) =E[14,E[Myim | Fu]] =E[E[1a, Myim|Fr]]l =E[1a, Myin].
Ainsi, pour tout m € N,
E[1a,Mp] —E[14,Mx]| = [E[14, Mnim] — E[1a, Moo ]| S E[[Mpin — Mu|]
En passant & la limite en m, comme la convergence a lieu dans LL!, on obtient
[E[1a, Mp] —E[1x, My ]|=0
ce qui conclut la démonstration. O

Nous allons voir que les martingales U.I. se comportent également bien vis-a-vis
des temps d’arrét. Commencons par la propriété suivante.

Proposition 6.3.6. Soit (M,), . une (sur/sous/-)martingale qcq et T un temps
d’arrét par rapport & une filtration (F,), . Alors le processus arrété MT défini
par :

VneN, M' = M,.r

est une (sur/sous/-)martingale.

Démonstration. Remarquons que pour tout n € N,

n—1

M = M,1rs, + Z M lp—y.
k=0
Ainsi M est F,,-mesurable

ML) <> |My| € L
k=0
De plus,

n

E[M!\ | Fn] = 1rona B[ M1 |Fo] + ) Myl
k=0

car {T >n+1}={T <n} € F,, T étant un temps d’arrét. Donc,
n—1

E [ME—H‘]:H] = 1T2n+1Mn + ]-T=nMn + Z MktlT:k = ME
k=0

62



Remarque : Toute martingale (M,), . stoppée a un temps déterministe, N € N,

(MflV )neN est une martingale uniformément intégrable.

Définition 6.3.7. Soit (M,), .y une martingale U.l par rapport & une filtration
(Fa)nen dont on note My, la limite et T' un t.a. par rapport a la filtration (F,)
On définit la v.a. My par :

neN-

MT(W) = MT1T<oo + Moo lr—oo -

Théoréme 6.3.8 (Théoréme d’arrét de Doob, version forte). Soit (M,), . une
martingale U.I par rapport & une filtration (F,), oy convergeant vers une v.a. M.
Soit S et T deuz t.a. par rapport a cette filtration tels que P(S < T) = 1. Alors

]E[MT]}—S] = Mg .
Démonstration. On montre, d’abord que pour tout temps d’arrét 7', on a :
E[Moolj:T] = MT, p-S..

Pour cela, M étant intégrable et Fr mesurable, il suffit de vérifier que pour tout A € Frp,
on a bien E[14M | =E[14M7]. Or,

E[1aM7] =E[1an{r=cc} Moo | + ZE [Lang{r=n} M, |
n>0

= E[lAﬁ{T:oo}Moo:I + ZE[lAﬂ{T:n}E[Moo|fn”

n>0

= E[lAﬁ{T:oo}Moo] + ZE[]E[]-AO{T:n}Moolfn]] .
n>0

La derniére égalité vient du fait que par définition de Fr, AN{T = n} est dans F,,. Ainsi,

E[14Mr] =E[lan{r=cc} Moo | + ZE[lAm{T:n}Moo} =E[1aM].

n>0

Cela montre que E[ My |Fr] = My, p.s.
Pour conclure, si S < T, alors Fg C Fr et donc

E[Mrp|Fs] = E[E[Mo|Fr][Fs] = E[Mx|Fs] = Ms .

O

Corollaire 6.3.9 (Théoréme d’arrét de Doob version faible). Soit (M,), . une
martingale U.I par rapport a une fillration (F,),cy- Soit T un t.a. par rapport
cette filtration. Alors My est intégrable et

E[Mr] =E[M,].
Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme d’arrét version forte avec S = 0 : pour tout

t.a. T, on a donc
E[Mr|Fo] = Mo.

Le résultat du corollaire est obtenu en prenant ’espérance de ’égalité précédente. O
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La condition d’U.IL est importante : pour (S5,),.y une marche aléatoire simple
symétrique issue de 0 (non U.L) et T =inf{n € N, S, = 1} le temps d’atteinte de
1,on avuque P(T'<o0) =1 et donc E[Sr]| =1, mais E[Sy] = 0.

Il est néanmoins possible d’obtenir un résultat, affaibli, si la martingale n’est pas
uniformément intégrable.

Corollaire 6.3.10. Soit (M,), .y une martingale quelconque et T' un temps d’arrél
tout deux par rapport 6 une méme filtration (F,) Alors, pour tout entier n € N,
Moy, est intégrable et

E[Mrp,| = E[ M) .

Démonstration. Fixons n € N et considérons le processus arrété (Mpn;);cy- 11 s’agit d’une
martingale d’aprés la proposition 6.3.6 et elle est uniformément intégrable : en effet, pour
tout K > 0,

i€N i<n
Comme toutes les v.a. M;, i < n sont dans L' et qu’elles sont en nombre fini, cette quantité
tend vers 0 lorsque K tend vers l'infini et le processus est bien U.I. On peut alors appliquer
le théoreme d’arrét & (Mpn;);c €t obtenir :

E[Munr] = E[Munro] = E[Mo].
0

L’idée est ensuite d’étudier le comportement de E[Mr,,| lorsque n tend vers
I'infini. Les théoréme d’arrét sont encore vrais en remplacant la martingale par une
sur ou sous-martingale et en remplacant ’égalité par 'inégalité correspondante.

Ezxemple : Etude de la marche simple symétrique (Sy,),,c sur Z et du temps de sortie d’un
intervalle :

Tep =min{n eN, S, € {a,b}} .

En utilisant que (Sy),cy €st une martingale et le théoréme d’arrét, on peut montrer que
la probabilité que la marche touche a avant b partant de = € {a,b} est lg:—ﬁ.

Ezremple : Existe-il un moyen de gagner de l’argent dans un jeu d’espérance de gain
négative sans tricher?

On considére un jeu ou le gain est proportionnel & la mise et de moyenne négative
et un joueur qui réalise plusieurs parties de ce jeu en misant une somme X, aléatoire
mais dépendant uniquement des parties précédentes. On suppose que le joueur dispose
initialement d’une fortune de N euros. Le gain aprés n parties jouées est ainsi modélisé
par la variable

n
M, =) XiGy
k=1
ou les G, sont des vaiid bornées par une valeur Gp,ax et de moyenne m < 0 et les X}, des
v.a. mesurables par rapport & .7-',?_1 et telles que 0 < X411 < N+ M (on ne peut pas miser
plus que I'argent a disposition). On vérifie que le processus (M,,),,cy est une surmartingale.

Notons maintenant 7" le premier instant ot le joueur a gagné de ’argent ou au contraire

est totalement ruiné :

T=inf{n>0,M, >00u M, <—-N}.
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Alors, pour tout n < T, =N < M,, < 0 et |Myp| < |Mp_1| + X7|Gr| < N + NGpax. La
surmartingale (Mran),cn est ainsi bornée et donc U.I. D’aprés le théoreme d’arrét, on a
alors E[Mr] = E[Mrar] < E[M] = 0. Quelle que soit la stratégie (X, ),y employée, le
gain moyen est toujours négatif. ..
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