Université Cote d’Azur - Processus stochastiques Master 1 2023-2024

FEUILLE DE TRAVAUX DIRIGES n°5
MARTINGALES

Dans tous les exercices, le triplet (Q, F,P) désigne l’espace de probabilité sous-jacent.
Les exercices plus difficiles ou faisant intervenir des notions avancées de théorie de la mesure
sont indiqués par un astérisque.

1. GENERALITES SUR LES MARTINGALES

Exercice 1. Soit (M), une martingale pour une filtration (F,), . Montrer que (M)

est également une martingale pour sa filtration naturelle (]—'éw)ne]N = (o(My, My, ..., M,))

neN
neN"

1l suffit de vérifier les différents points de la définition. La v.a. M, étant FM-mesurable et dans L' par hypothése, il
reste & calculer & [Mn+1 | .FM] pour tout n € N. Or, comme les v.a. Mo, ..., M, sont Fp-mesurables, on a 'inclusion
FM c F,, pour tout n € N, et

E [Mn+1 | f})f] =E []E [Mni1 | Fu] | f;}'f] =E [Mn \ f%] =M,

Exercice 2. Soit (F,),cy une filtration. On considére (M,,), . une martingale et 7" un temps
d’arrét associés a cette filtration. Montrer que le processus arrété (Mrap),cn €st encore une
martingale pour cette filtration.
On pourra remarquer que pour tout entier n € N, 1 = 17>, + Zz;é 17—k (avec la convention
ue Sy = 0).
Pour tout n € N*,
— My est Fp-mesurable : avec I'indication, on voit que, pour tout n € IN,

n—1

(1) Mrpan = Mplps, + Z Mylr—p.
k=0

La variable T étant un temps d’arrét, 17>, et les v.a. 17—y, pour k < n — 1 sont Fp_1-mesurables et donc
Fn-mesurables. De plus, le processus (]Wn)nelN étant une martingale, les v.a. Moy, ..., M, sont F,-mesurables et
donc M7 ay, est bien Fj,-mesurable.

— My, € L1 ¢ en utilisant toujours la formule (1), on voit que

n
|Mpan| <7 | Mg
k=0
L’espace L' étant un espace vectoriel, > 1, |My| et donc Mra,, sont dans L1,
— Le processus n’évolue pas en moyenne :

n
E[Mrama1) | Fo] =B [Mnp1lrsngr | Fol + > E[Mple—g | Fol.
k=0

Or, comme précédemment, 17>, 41, 17— et My, pour k < n, sont F,-mesurables. Donc,

n
E[Mrapni1) | Fn] = 1rsn1 B [Maga | Fo] + Z Mp1r—g.
k=0

Le processus (Mn), oy étant une martingale, on obtient :

n
E[Mramt1) | Fn] = 1osnp1Mn + Z Mylr—y
k=0
n—1
=1r>nMn+ Y Myly—p = Mpn.
k=0

Cela conclut la démonstration.



Exercice 3. Martingale et inégalité de Jensen conditionnelle.

(1) Soit ¢ : R — R une fonction convexe. On se donne une martingale (M), o par rapport
a une filtration (F,),c et on suppose que ¢(M,) € L! pour tout n € N. Montrer que
(¢(My))nen est une sous-martingale pour la filtration (Fy),cn-

Remarque : Si (M), est une martingale, (|My|)nen est donc une sous-martingale,

de méme que (Mg)nelN si M, € L2

La v.a. ¢(M,) est F,-mesurable car M, I’est et, par hypothése, ¢(M,,) € L'. Finalement, d’aprés I’inégalité
de Jensen conditionnelle, par convexité de ¢, pour tout n € N,

E [¢(]\/I’ﬂ+1) } ]:n} Z ¢(IE []\'17744’1 | ]:n]) = ¢(Mn)-
TLe processus (¢(Mp))nen est donc bien une sous-martingale pour la filtration (Fp),, cn-

(2) On suppose maintenant que ¢ est croissante et convexe. Montrer que si (Mp), o €st

une sous-martingale et ¢(M,) € L' pour tout n € N, alors (¢(M,,))nen est une sous-
martingale.

La v.a. ¢(M,,) est toujours F,, mesurable et dans L.'.De plus, toujours par Jensen, pour tout n € N,
E[¢(Mnt1) | Fn] > ¢(E [Mng1 | Fnl).
Le processus (Mp), o étant une sous-martingale,
E[Mps1 | Fn] = Mn.
La croissance de la fonction ¢ nous donne donc I’inégalité :
E[¢(Mnt1) | Fn] > ¢(Mny)

et le processus (¢(Mn))nen est donc bien une sous-martingale pour la filtration (Fn), cn-

Exercice 4. Soit (Y},),,c une suite de variables i.i.d. intégrables positives de moyenne m > 0.
On définit le processus (X, ), €n posant pour tout n € N,

n
Xn:HY;.
=0

Dire, selon la valeur de m, si la suite (X,),c est une surmartingale, une sous-martingale, une

martingale par rapport a la filtration (]:’f}l/)nelN'

Le processus (Xn)"GN est bien adapté & la filtration (]—'};) De plus, par indépendance des v.a. (Yn)neN, pour tout

n € N,

neEN"
n
E[[Xall = [TEV] < oo,
i=0
donc X, est bien dans IL'. Finalement, pour tout n € N,
E[Xnt1 | Fo] = E[XnYnq1 | Fu] = XuE[Yaq1 | Fo] = mXa.
Ainsi,
— sim < 1, le processus (Xp), o €st une surmartingale,
— si m = 1, c’est une martingale,

— si m > 1, il s’agit d’une sous-martingale.

* Exercice 5. Décomposition de Doob.
Soit (Xy),cn une martingale de carré intégrable pour la filtration (F7,),,cn-

(1) Montrer qu’il existe un unique couple de processus (M, A,), < tel que :
(i) pour tout n € N, X2 = M, + A,

(ii) (An),en €St un processus croissant et prévisible (i.e. A,;1 est Fy,-mesurable pour
tout n € N)

(iii) (Mp),en est une martingale pour la filtration (F,,),cy telle que My = X3
2



et que, de plus,
n—1
Ay=0 et ¥neN', A, =Y E [(Xk+1 ~ X | fk}

k=0
Considérons un couple (Mpy, Ap), o vérifiant les points (i), (ii) et (iii). Alors, le processus (My), o étant
une martingale et le processus (An), o étant prévisible, pour tout n € N,

E [X72L+1 } ]:"} = Mn + Ant1
En utilisant le point (i), on obtient donc :
Ang1 = An = B[X7, | Fa] - X7

Comme Mo = Xg, on a immédiatement Ag = 0 et, par une récurrence immédiate,

n—1
VmEN, An= SO B[XE, | R - X
k=0

Remarquons alors que pour tout n € N, (Xp), o étant une martingale,
(2) ]E[(X,H_l —Xn)? | }'n} —EB[X2,, | Fa] + X2 = 2B [Xu Xpi1 | Fu] = B[X2,, | Fu] — X2.

Le processus (Arn), cn @ alors nécessairement la forme présentée dans 1’énoncé et les couples (Mn, Ap)
sont donc uniques.

neN

Réciproquement, considérons le couple (Mn, Apn), e 01 (An),cn est le processus introduit dans I'énoncé et
(]V[n)neN est défini pour tout n € N par M, = X2 — A, et vérifions qu’il satisfait bien les conditions de
I’énoncé. Les points (i) et (ii) sont vérifiés de maniére immédiate. Montrons donc (iii), c’est-a-dire que (Mp),,cn
est une martingale. Ce processus est bien adapté a la filtration (cFy),, o et toutes les v.a. sont intégrables.
De plus, on a immédiatement My = Xg et, comme (Ay), oy est prévisible, pour tout n € N,

E[Mnt1 | Fa] = B[X211 | Fa] = Ant1 = B[X2,, | Fal] = E[(Xn41 - Xa)? | Fa — An.
Donc, d’aprés ’égalité (2),
E[Mny1 | Fu] = X2 — An = Mn.

Le processus (Mp),, <y est bien une martingale et le couple donné vérifie donc bien les conditions de 1’énoncé.

(2) Soit (X;),cn+ une suite de v.a.iid. telles que E[X1] = 0 et E[X?] = 02 < oc. On
pose Sp = 0 et pour tout n > 1, S, = > _7_; Xi. Montrer que (S2 — no?),en+ est une
martingale pour sa filtration naturelle.

On a vu en cours que le processus (S")nelN est une martingale (si jamais «ons 1’a oublié, «ony revient &

la définition pour vérifier ce point!). Pour obtenir le résultat recherché, il suffit de vérifier que le processus
(An), cn défini & la question précédente vaut, dans ce cas particulier, A, = no? pour tout n € N. Et, en effet,

n—1 n—1
Ap=>" E[(SIH-I - Sp)? | J:k] = E[XZ. | A
k=0 k=0

Par indépendance des (X}),cn, pour tout n € N,

Et donc, le processus (Mn),, ¢y, défini pour tout n € N par M, = S2 — A, = S2 — no?, est une martingale.

2. CONVERGENCE DE MARTINGALES

Exercice 6. On considére la marche aléatoire simple symétrique (Sy,)nen sur Z partant de 1 :
So = 1 et il existe une suite de v.a.iid. (X,)men+ telles que P(X; = —1) =P(X; =1) = 1/2
et pour tout n € N, S,4+1 =S, + Xp+1. On note 7' = inf{n >0, S,, = 0}.

(1) Montrer que T est un FS-temps d’arrét.

La variable aléatoire T est le temps d’atteinte de 'ensemble {0} pour le processus (Sp), - Il s’agit donc bien
d’un FS-temps d’arrét.

(2) Montrer que le processus (S7ap)neN st une martingale.

D’aprés l’exercice 2, la variable T’ étant un F°-temps d’arrét, le processus arrété (STAn)neN reste une mar-
tingale.



(3) Montrer que (STan)nen converge P-p.s. vers une variable aléatoire Y dont on précisera
la loi, mais que la convergence n’a pas lieu au sens IL'. On pourra admettre (ou se référer
a un exercice de la feuille de TD précédente) que le temps d’arrét T est fini p.s.
Pour tout n < T, Sy, >0, (STan)nen est donc toujours positif et, ce processus étant une martingale,
Vn € N, E[Stanl] = E[STAn] = E[STA0] = 1.
Le théoréme de convergence nous dit donc que (S7an)nen converge P-p.s. vers une variable aléatoire Y € 1.

Nous allons vori que la convergence n’a pas lieu dans T.1. En effet, comme le temps d’arrét T est fini p.s.,
STAn %&) St =0et Y =0 p.s. Or si la convergence vers 0 avait lieu dans IL1, on aurait lim,,— oo E[STAn] =
n oo

E[0] = 0, ce qui n’est pas le cas. Il n’y a donc pas convergence dans IL1.

* Exercice 7. Il existe des martingales convergentes non U.B. dans L
Soit (Zn),ecn+ une suite de v.a. indépendantes telles que pour tout n > 1,

1
P(Zy=2")=P(Zn=-2") =55 et P(Z=0)=1- 1/n?.

(1) Montrer que le processus (Mp), oy~ défini par

M, = ZH:Z,-
=1

est une (]—'nZ) -martingale.

nelN

Il est immeédiat que le processus (Mn), o~ est adapté a la filiration (FZ) en- De plus,

ne n
n n
Yn €N, [Mp| <D |Zi]| <> a; < oo,
i=1 i=1
la v.a. M, est ainsi bornée et donc intégrable.

Finalement,
Vn € N, E Myt | FZ| =B [My | FZ] + B[Z0n1 | FZ].
La v.a. M, étant F7-mesurable et la v.a. Z,+1 indépendante de FZ et de moyenne nulle, on a bien
Vn € N*, E [MTLH | }‘nZ] = Mn
et le processus (M), oy st une martingale.
(2) Montrer que (M), - converge presque strement vers une v.a. M.

La série 1
S A0=Y 4
n>1 n>1

est convergente. Ainsi, d’aprés le premier lemme de Borel-Cantelli, presque stirement a partir d’un certain rang

les v.a. Z,, sont toutes nulles. Donc,

M, 2% > Zn

n—oo
n>1

qui est en fait une somme finie.
(3) Montrer que la suite (M,), - n'est pas uniformément bornée dans L'.
Supposons que (]Wn)ne]N* soit uniformément bornée dans LL1. Il existe alors une constante M > 0 telle que
Vn €N, E[|M,|]] <M.

Mais, d’aprés la seconde inégalité triangulaire, pour tout n € IN*,
271
M 2 E[|M7l+1|] > EHZWL-FIH - E[U\Jnu > ﬁ - M

Ainsi, pour tout n € N*

271
— < 2M,
n? —

ce qui est impossible, le processus n’est donc pas uniformément borné.

Exercice 8. Urne de Polya.



(1) Une urne contient 1 boule noire et 1 boule blanche. On tire une boule au hasard, selon
la loi uniforme, dans 'urne. On remet alors cette boule dans 'urne accompagnée d’une
autre boule de la méme couleur et on itére la procédure. On note IV, le nombre de boules
noires et M, la proportion de boules noires aprés le n®™¢ tirage (Ng = 1 et My = 1/2).

a) Montrer que (M, est une FN-martingale.
q nelN g

Le processus (Mn),, ¢y est défini, pour tout n € N, par My, = Ny /(2+n). Il est donc adapté & la filtration
N

(]:n )ne]N'

remarquons que d’aprés 1’énoncé, le processus (Nn)ne]N est une chaine de Markov non homogéne &

valeurs dans IN telle que :

De plus, comme il est borné par 1 car c’est une proportion, il est intégrable. Finalement,

P(Npp1=i+1| Np=1i) = 5

P (Noss =i | No =) = 22

Vi€ {0,...,n+ 1}, {

Ainsi, pour tout n € N, d’aprés la propriété de Markov faible,
Nni1 }
| Nn

]E[Mn+1|]:,€v] 72+n+1

_ Np+1 Ny Np 24+n— Ny,

" 34n 2+4n 3+n 24+n
N,

= " = M,.

2+mn
Cela montre que le processus (Mp), o est bien une martingale.

E[Mnpt1 | Ni] :]E[

(b) Que pouvez-vous dire sur le comportement asymptotique de (M), ?
Le processus (]Wn)ne]N est une martingale bornée par 1, donc uniformément bornée dans L.P pour tout
p > 1. Ainsi, d’aprés les théorémes de convergence, il existe une v.a. Mo, qui appartient a ILP pour tout

p>1telle que Mn 25 Moo et My 255 Meo.

(c) Calculer la loi de N,, pour tout n € N. En déduire la loi de My, = lim,,—y00 M.

Montrons par récurrence que pour tout n € N, Ny, suit la loi uniforme sur {1,...,n+ 1}. Le résultat
est évident pour n = 0. Supposons le résultat vrai pour un n € N et montrons le pour n + 1. Soit
ke{l,...,n+2}.Sike{2,...,n+1},
P(Npt1 =k) =P (Npy1 =k | Np=k)P(Np=k)+P(Npp1 =k | Nn =k —1)P(N, =k — 1)
n+2—-—kF 1 k—1 1
n+2 n+1 + n+2n+1
n+2-k 1 k-1 1 1
n+2 n+l n+2n+l1 n+2
On voit facilement que le résultat est encore valable pour k € {1,n + 2}. Ainsi, N, 41 suit bien la loi
uniforme sur {1,...,n+ 1}.

Montrons maintenant que (My,)
Alors,

nen converge en loi vers U([0, 1]). Soit f une fonction continue bornée.

Vn € N, E[f(M,)] = E {f (2?71)] = nil :Ziéf(niQ)

n+2 1 Tilf( k )_f(O)
n+1 ”+2k=0 n+2 n+2

On reconnait une somme de Riemann ; la fonction f étant continue, on a donc

1
Jim B4 = [ f(@)da = BIFO)] ob U~ U(0.1).

Le processus (Mp),, oy convergeant vers Moo p.s., il converge également vers Moo en loi. Par unicité de
la loi limite, on a donc Moo ~ U([0, 1]).

*(2) On suppose maintenant que l'urne contient initialement a boules noires et b boules
blanches, a,b € IN*. On considére toujours N, le nombre de boules noires et M, la
proportion de boules noires aprés le n®™® tirage, mais les conditions initiales sont donc
No=aet My=a/(a+b).

(a) Montrer que (My), o est toujours une FN_martingale qui converge vers une va-
riable aléatoire My, p.s. et dans ILP pour tout p > 1.
Le méme raisonnement qu’a la question précédente aboutit au résultat demandé.

5



(b) On appelle loi Beta(a, 8), a,, B € N*, la loi continue de densité définie par
(a+pB-1)
(a—=DI(B—1)!

Montrer que pour tout «, 8 € N*, fR fat18(x)dx = fR fa,p+1(xz)dz. En déduire
que f, g est bien une densité de probabilité.

Ve e R, fap(x)= l‘a_l(l - 93)'8_11[0,1] (z).

Soit «, 8 € N*. On pose, pour simplifier les notations, c, 3 = % Pour obtenir I’égalité

demandee, il suffit d’effectuer une intégration par partie en posant u(x) = 2 et v'(z) = (1 —z)#~!. On
obtient ainsi :

1— B 1 .
Lfa+1,ﬂ(x)d$ = /[0;1] fat1,8(x)dz =cay1, ([_Ia(ﬁx)}o + /[0;1] %xafl(l _ x)ﬁ)

Une récurrence montre alors que [ fo,p(@)dz = [ f1ayp-1(x)dz=1.
(¢) Montrer que, si M suit la loi Beta(a, ), alors, pour tout k € IN*,
k—1 .
[[io (e +14)
k— N
[T (a+ B +1)

E [M’“} -

Fixons o, B,k € N*. On a
]E[Mk} :/ xkfa’[g(x)dx:/ ca_B:zO“Lk*l(lfz)ﬁ*ldx
(051] (017

k—1 )
_ El_ilzo (a +1) ‘ / cotr gz (1~ @)L da
io (a+ B+ 1) J0;1]
152 (e + 1)
[IEd (a4 8+1i)
La derniére égalité venant du fait que la fonction @ — coqp,pz® ¥ 1(1 — 2)P~1 est la densité de
probabilité fo i 3-

(d) Montrer que, pour tout k > 1, le processus (Z,@) N défini par :
ne

[T (N +1)
g (a+b+n+1)

vneN, ZHk =

est une martingale. En déduire la valeur de [ [Mfo]

On montre que (Zf,k)> N avec un calcul proche de celui de la question (1a). Le processus est, de plus
ne

borné p.s. (par 1), il converge donc p.s. et dans I vers une v.a. ng,). On a ainsi, par convergence I!,

10 (a+9)
e Hi-“;olmiﬁim'

De plus, les v.a. Z7(Lk> se réécrivent :

k—1 i
Hi:() (M” + a+l§+n)
k—1 i .
Hv’,:() (1 + a+17;+n)

Vn € N, Z,(,,k) =

et ainsi (Z,(Lk)> o converge p.S. vers J\/]é’c. Par unicité de la limite, Zé’é) = Mgo p-s. et donc
n

15 (a+9)
150 (a+b+1)

E [Mfo] -

6



(e) Montrer que la fonction caractéristique de M, s’écrit :
(it)*
k!

Vt € R, dar(t) = iE [Mfo}
k=0

En déduire la loi de M.

L’égalité est obtenue en développant ’exponentielle en série entiére et en utilisant le théoréme de Fubini,
ce qui est possible car M est p.s. bornée. Comme la fonction caractéristique caractérise la loi, on voit

que, dans ce cas, la loi de Moo est caractérisée par la suite des moments (]VI&),CEN et il en est de méme

pour toute loi & support borné. Or, on a vu & la question précédente que les moments (Méo)
ceux de la loi Beta(a,b). La variable Moo suit donc cette loi.

kEN sont

Exercice 9. Soit (Up), cn+ une suite de v.a.ii.d. de loi uniforme sur [0,1] et o un réel dans
10, 1[. On considére une suite (X, ), de variables aléatoires vérifiant Xo = o € [0, 1] et pour
tout n € N,
Xny1=aXp, + (1 - a)lUn+1§Xn'
(1) Montrer que, p.s., Vn € N, X,, € [0,1].
Le résultat est immédiat par récurrence.

(2) Montrer que (X,), c est une martingale.

Le processus (Xn)nEIN est adapté & sa filtration naturelle. De plus, il est borné; donc pour tout n € NN,
X, € L. Enfin, pour tout n € N,

E [Xn-kl | «7'—7)1(] =aXn + (1 - O‘)]E |:1Un+1§X7L

FX].

Comme X, est F;X-mesurable et que Uy, 11 est indépendante de F.X,

Xn
E [lUn-HSXn J—‘ff} = / lu<x,Pu, 4y (d“)/ du = Xn,
JR 0
ce qui conclut la démonstration.
(3) Montrer que (Xp),n converge vers une limite Xo, P-p.s. et dans P pour tout p > 1.

Le processus (Xn), o €st borné par 1, il est donc uniformément borné dans tous les I pour tout p > 1. Les
théorémes de convergence permettent alors de conclure directement.

(4) Montrer que pour tout n € N, E [(X,11 — Xp)?] = (1 — a)?)E[X,(1 — X,,)].

On remarque que, pour tout n € N,

2
(Xn+1 - X”)2 = (1 - a)Q (]'UnJrlSXn - X”) .

Ainsi en conditionnant par o(X5), Un4+1 étant indépendant de cette variable,
2 2 2
E[(Xnt1 — Xn)2] = (1-a)’E|E (1Un+lgxn 7Xn) | Xn

=(1-0?B[E[13,, <x, | Xn] - 2XaB[1v,,,<x, | Xa] + X2]

=(1-a)’E[Xn,—2X2 +X2] = (1 - a)’E[Xn(l - Xn)].

(5) Montrer que E[X(1 — Xo)] = 0. En déduire la loi de X.
D’aprés la question 3, comme on a convergence dans .2, de X, vers Xoo, on a
lim E[X,(1—-Xn)]=E[Xe(l - Xx)]-
n—r o0
Mais, d’aprés la question 4, pour tout n € N,
B[(Xnt1 — Xn)?] = (1 - a)’E[Xa(1 - X))
et
||Xn+1 - Xn||2 < ||X'n+1 - XOO”Q + ||Xoo - Xn”z

tend vers 0 lorsque n tend vers co. Ainsi, on a bien, par unicité de la limite, E[X (1 — Xoo)] = 0.

Comme, de plus, X,, € [0,1] pour tout n € N et que la convergence a également lieu p.s., on a également
Xoo € [0,1] et donc Xoo(l — Xoo) > 0 p.s. Or, une v.a. positive d’espérance nulle est nulle p.s., ainsi,
p.s. Xoo € {0,1}. Finalement, par convergence I.! et conservation de ’espérance pour les martingales, on a
E[X] = E[Xo] = 0. Donc, la v.a. Xo suit la loi B(zo).

7



* Exercice 10. Théoréme des trois séries de Kolmogorov.

Soit (X,),en+ une suite de v.a. indépendantes. Pour tout entier n > 1, on note S, = > ;_; X.
Le but de cet exercice est de démontrer le théoréme suivant :

St il existe a > 0 tel que les trois séries suivantes convergent :

Y P(Xkl >a), > E[Xilix<a et > V[Xpljx,j<a]
k>1 k>1 k>1
alors la suite (Sy,), o converge P-p.s.

(1) Pour tout entier k > 0, on définit Y = Xj1|x,|<q — E[Xk1|Xk|§a]- Montrer que le

processus (My), -, défini par M, = >7;'_, Y}, est une martingale pour la filtration
X .

(fn )nelN, puis que (Mn)ne]N* converge P-p.s.
Le processus (Mn), cn est adapté & la filtration (]—'ff)neN. De plus, les v.a. (Y3),en+ sont bornées donc
intégrables. L’ensemble L' étant un espace vectoriel, pour tout n € N*, M, est dans L'. Et finalement, pour
tout n € IN*,

E[Mnﬂ | }‘ﬁf] = E{YRH | f,if] —HE[Mn \ fﬂ = B[Yni1] + Mn = M.

Le processus (Mn)ne]N* est donc une martingale. De plus, pour tout n € IN*, par indépendance des v.a.
(Xn),en= et donc des v.a. (Yn),en+>

E[M}] = V[Ma] = > VY] = > VI[Xilx, <a] < D V[Xklix, <] -
k=1 k=1 k=1

Cette derniére série étant finie par hypothése, la martingale (My), cn« est donc uniformément bornée dans
L2 et donc dans IL'. D’aprés le théoréme de convergence de Doob, il existe donc une v.a. Mo € L' telle que

M, 2% M.
n—r oo

(2) Montrer que la série de terme général X k1|x,|>a €st convergente.
La série Y, ~, P(|X%| > a) est convergente. Ainsi, d’aprés le premier lemme de Borel-Cantelli, p.s. seul un

nombre fini de v.a. Xy , k € N, son plus grandes que a. La série de terme général X1, |, admet donc p.s.
un nombre fini de termes non nuls et est convergente.

(3) Conclure.

Pour tout n € N*,

n n n
DXk = Xilix,sa+ Mn+ ) E[Xilix,|<d]
k=1 k=1 k=1

D’aprés les questions précédentes, les deux premiers termes convergent p.s. et la convergence du troisiéme est
une hypothése de I’énoncé. La somme > ;'_, X, converge donc p.s.
Remarque : on peut montrer que cette condition suffisante pour la convergence de (Sy),cn est
également une condition nécessaire.

3. THEOREME D’ARRET

Exercice 11. Montrer que si (X,), cy est une famille de v.a. uniformément bornée dans P,
p €]1,400], alors (Xp), o est uniformément intégrable. Montrer par un contre exemple que ce
n’est pas vrai si p = 1.

— U.B. dans LP, p €]1,400] implique U.I. : En posant ¢ tel que 1/p + 1/q = 1 et en appliquant successivement
I'inégalité de Holder, puis I'inégalité de Markov généralisée, on voit que, pour tout n € N et K > 0,

E[1Xnl1)x, 2] < 1Xnll, [[11x,2 4],
=1 Xnll, (P (1Xa| > K))*/?

< ixy (EIXaPTY e
< IXall, (=

Ainsi, pour tout K > 0,

1
suppen 1 Xnll, (suppen B[ Xnl?])"/?

Kr/a

sup E[|Xn|lx, >x] <
neN

Et ce majorant tend bien vers 0 lorsque K tend vers infini.
8



— U.B. dans L' n’implique pas U.I. : On considére la suite de v.a. indépendantes (Xn)nelN* telles que pour tout

n € N*,
1 1
P(Xp=n)=- et P(X,=0)=1——.
n n
Ainsi pour tout n > 1, E[|X,|] = E[X,] = 1 et la suite est bien uniformément bornée dans I.'. Mais pour tout
K >0,

sup B[|Xn[lx,>x] =1,
nelN

il n’y a donc pas convergence vers 0 lorsque K tend vers ’infini et la suite n’est pas U.L.

Exercice 12. Marche aléatoire simple symétrique sur Z.
On considére (X,), n- une suite de v.a.ii.d. telles que P(X; =1) = P(X; = —1) = 1/2 et
trois entiers a < x < b. On pose alors pour tout n € N,

Sn :x—i-iXk
k=1

avec la convention usuelle que Y.?_, = 0. On note alors T, = inf{n > 0, S, = a} le temps
d’atteinte de a, Ty le temps d’atteinte de b par le processus (Sp),cn €t Tup = Ta A Tp le temps
d’atteinte de l'ensemble {a, b}.

(1) Soit t > 0 et pour tout n € N,
M, =82—n et Z'=e™ /(cosht)".
Montrer que les processus (Sn),en> (Mn)nen €t (Z5)
filtration (F;")

nen Sont des martingales pour la

nelN’

Pour tout n € N, S,, est mesurable par rapport & la tribu F;X et |Sp| < n + |z|. Les trois processus sont donc

adaptés a la filtration et pour tout n € N, S,, M, et Z! sont bornés et donc intégrables. De plus, les Xy,
étant iid, de moyenne nulle et de variance 1, pour tout n € N,

E[Snt1 | FX] = B[Xns1 | FX] +E[S0 | FY] = BXn41] + S0 = Sn

IE[Mn+1 | fff] :E[(sn + Xp1)? = (n+1) | fff]
=B[s2 | FX| +B[X2, | FX] + E[280Xns1 | FX] - (04 1)
= 82+ B[X2 1] + 280E [Xns1 | FY] - (n+1)
=852 + B[X]] +2SnE[Xnt1] — (n+1)
=82 4140—(n+1)=M,

et finalement, comme IE[e!*1] = cosht,

tSn tSn

tX,, x1 _ € tX1| _ ot
E[e +1 \fn]fi(cosht)nﬂﬂa[e 1]—Zn-

e

B[z | FX] = Coh

(2) On admet dans cette question que P (7, < c0) = 1.

(a) Calculer P (T, < Tp). (On pourra remarquer que le processus (STa»b/\n)nG]N est une
martingale bornée.)

D’aprés le résultat de ’exercice 2, le processus (STu b/\’”> N est toujours une martingale. De plus, pour
’ ne

tout n € N,
a < STa bAN <b

car on arréte la martingale lorsqu’elle touche a ou b. L.a martingale est ainsi bornée et donc uniformément
intégrable. D’aprés le théoréme d’arrét de Doob utilisé avec le temps d’arrét Ty, 3, on a donc :

E [STa,bATa,b} =E [STa,b/\O] soit & [STa,b] = E[So] =x.
Par ailleurs, comme P (T, ; < o0) = 1,
E [STM] =B [alg, <1, +b(1 — 11, <1,)] = aP (T < Ty) + b(1 — P(Ts < Tp)).

En résolvant ’équation on obtient donc :
b—x

P(Ta <Tp) = 3—-

9



(b) En utilisant la martingale (M,,),,cy, montrer que E[T, A T}] = (b — z)(z — a). Que
pouvez-vous dire de E[Tg]?

Cette fois, la martingale arrétée en T, ; n’est pas bornée car T; 3 ne I’est pas. Nous allons donc utiliser
une autre technique. D’aprés le corollaire du théoréme d’arrét,

VneN, E [MnATa,b] —E[Mo] =22 ie E [Sima,b] — 22 =E[nAT,,).

Le processus <52 )
p n/\Ta,b ne

de convergence dominée, on a donc :

est borné par max(a?,b?) et converge p.s. vers S%u Y D’aprés le théoréme

dim B[s2,, |- =B[sF, ] -2% = a®P(Tu < T0) +0%(1 - P(Ta < Ty)) — 2°

b—x T—a
— a2 +p2
b—a b—
Par ailleurs, la suite de v.a. n A Ty 3, est positive et croissante convergeant p.s. vers Ty ;. Donc, d’aprés
le théoréme de convergence monotone,

—2?=(b-2)(z—a).

lim EnAT,,] =E[T,] .

n—r00

On a donc bien le résultat recherché.
*(3) Montrer que, pour tout ¢ > 0 la martingale <Z§~b An) x est uniformément intégrable.
n
En déduire que E [(cosht) T 1p,c00] = e =) puis que P (T}, < o0) = 1.
Fixons ¢t > 0. Alors, comme cosht > 1 et x < b,
VYneN, 0< Zf, ,, <€’

Le processus est borné et donc uniformément intégrable, il converge donc p.s. vers une v.a. Z%b o Ainsi,
d’aprés le théoréme d’arrét de Doob appliqué au temps d’arrét Ty,

E [Zth] = E[ZthATb] - E[ZthAO} —B[z}] = e,

De plus,
th

t | _ € t
& [ZT"] =" |:(C0sht)Tb 1Tb<°°} B [ZTBWITF‘”] :

Or, comme cosht > 1, p.s.,
eth

t . H t —
0= ZTbaoolTb:OO B nh~>moo ZTY)/\"LlTb:OC < =0

lim ———
n—oo (cosht)™

etb .
E|———— -1 =e'".
{ (cosh t)Tb T <Oo] c

et finalement :

La suite ((cosh(l/n))fTb 1T,,<oo) N est positive, croissante et converge vers
ne

(cosh0) T 1p,<oo =17, <o0

lorsque n tend vers ’infini. Donc, d’aprés le théoréme de convergence monotone,

lim E [(cosh(l/n))_TblTb<oo] = P(T} < o)

n—oo
Comme, par ailleurs,
. —Ty — | —(b—z)/n _
nlem E [( cosh(1/n)) 1Tb<oo} = nhﬁmOO e =1,

on a bien montré que 7}, était fini presque stirement.

Exercice 13. Marche aléatoire simple non symétrique sur Z.
On fixe un nombre p €]0,1[\{1/2} et on note ¢ = 1 — p. On consideére alors (Up), - une suite
de v.a.i.i.d. telles que P(U; = 1) = p et P(U; = —1) = q et on pose pour tout n € N,

n Sn
Sn:33+ZUketX = <j)>

k=1
avec la convention usuelle que 22:1 =0.
(1) Montrer que o(X1,...,X,) =0o(Ui,...,U,) pour tout n € N*.
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k
q ) i1 Ui

Comme pour tout £ < n, X = » , la variable X} est Fg—mesurable et donc .7-'7[1]—mesurab1e.

Réciproguement, pour tout k < n,

InX; InXg 4

U =8, —Sp—1 =
k k k—1 nd In <
P P

(Remarquons que comme p # 1/2,Ing/p # 0.) Ainsi, la variable Uy, est ]-',f—mesurable et donc F,;X-mesurable.
(2) Montrer que le processus (X,),cy €st une martingale pour sa filtration naturelle.

Le processus (X")nEIN est adapté a sa filtration naturelle. De plus, pour tout n € N, |S,| < n, donc

n—+x n—x
p q

et X,, € L. Finalement, pour tout entier n € N,

Un Uy
E[Xnﬂ |}‘7§] :XnEKq) +1 | ]_—f,(} = X, E {(q> +1} - X, <€p+3q> =X,
p p P q

Le processus (Xn), < est donc bien une martingale.

(3) Soit a < z < b. On note T, le temps d’atteinte de a, T} le temps d’atteinte de b par le
processus (Sp),cn et Tup = Ty ATy Montrer que IP-p.s. limy, o [Sy| = 4+00. En déduire
que P(Tp < 00) = 1.

D’aprés la loi forte des Grands Nombres,
Sn T LT, RS B[] =2p—1£0.
n n n— oo

Ainsi, p.s. [Sn| ~ |2p — 1|n et donc tend vers 4+oco. Nécessairement, T, ou T}, et donc Ty A T}, sont finis presque
stirement.

(4) En utilisant la martingale (Xy), ¢y, calculer P(T, < Tj).

De la méme maniére que dans ’exercice précédent, on peut remarquer que la martingale (XTa b/\”> est,
’ n

eN
q\* q\°
e, 023 e (40 (1)

- P P

Cette martingale est donc U.I et, d’aprés le théoréme d’arrét appliqué au temps d’arrét Ty p :

bornée :

E[Xz,,| =B [Xr, ,a1.,] = B[Xr, yn0] = (%)z
Or,
E[Xr,,] = (%)GP(TE <Ty)+ (%)b (1-P(T, < T)).
Ainsi,

b T
P(T, < T)) = w
() - (%)
(5) Montrer que le processus (Mp), oy défini par
VTLGN, Mn:Sn_n(p_Q)

est une martingale. Utiliser ensuite le corollaire du théoreme d’arrét avec cette martingale
pour calculer E[T, ;] puis E[T3).

ISR

On étuide ici uniquement le cas = 0 pour simplifier la présentation. Comme pour tout n € N, S, est
intégrable et FU-mesurable, M,, I’est également. De plus,

¥ EN, E[Mup1 | FY| =E[Uni1 | FY] = (0= a) + Mn = EUns1] = (0 = @) + Mo = M.

Ainsi, le processus (]Wn)nelN est bien une (]—'g)n -martingale. D’apreés le corollaire du théoréme d’arrét, on

a donc

€N

VneN, E [MTMNL] = E[Mo] =0
soit
VnEN, B[Sr, an] = (- E[Top An].
11



En utilisant, comme dans ’exercice 12, le théoréme de convergence dominé pour passer a la limite dans la
partie gauche de ’égalité et le théoréme de convergence monotone pour passer a la limite dans la partie droite,

on obtient [STM] = (p— q)E [T, ). De plus,

q bi
E [STG,,I,] — aP(Ty < Ty) +b(1 — P(T, < T})) = a <5> (

Ainsi,

1 b x a

E[T,] = : a<g> +(b—a)<g) —b<g> .

' q\’ AN p p p
w-a((2) - (%)

Remarquons maintenant que T_,, ; est une suite croissante de v.a. positives convergeant presque stirement

vers Tp,. D’apres le théoréme de convergence monotone, on a donc limy, o E [T_n,b] = E[T}p]. En reprenant

la valeur de I'espérance de T_,, , on obtient :

) sip<gq
E[Tb}{ b sip>q’

pr—aq

Exercice 14. Modéle de Wright-Fisher.

On souhaite modéliser ’évolution d’une population de N geénes (N étant un entier fixé). On
suppose qu’il y a deux types de génes différents : A et B. On passe de la génération n a la
génération n + 1 de la fagon suivante : pour chaque géne de la génération n + 1, on choisit de
maniére équiprobable son parent dans la génération n, ceci indépendamment des autres génes.
Le géne fils a alors le méme type que le géne pére. Finalement, on note X,, le nombre de génes du
type A ala génération n. Ainsi, on peut construire formellement la suite (Xy), . de la maniére
suivante : on se donne une collection de v.a.i.i.d. (Uy) de méme loi uniforme sur

{1,...,N} et on pose :

neN* ke{l,...,N}

N

(3) Vn € N, Xn_|_1 = Z l{Un’ngn}.
k=1

Finalement, pour z € {0,..., N}, on note P, la probabilité P ( - ‘Xo =z).
(1) Expliquer pourquoi la relation (3) modélise bien la situation présentée dans I’énoncé.

(2) Montrer que le processus (X;),cn est bien une chaine de Markov sur l'espace d’état
E ={0,...,N} dont les probabilités de transition sont :

- . . N\ (i) (N—i\N
V(Z,])E_EQ, Vn € N, IP(Xn-i-l:j’Xn:Z):(J)(N) ( N ) :

(3) Donner les différentes classes de communication de la chaine de Markov et la nature de
celles-ci.

(4) On note Ty = inf {n € N, X,, =0} et Ty = inf {n € N, X,, = N}. Montrer que Ty, T
et Ty A Ty sont des temps d’arrét et expliquer pourquoi Ty ATy < 0o, P.-p.s. quel que
soit x € {0,...,N}.

(5) Montrer que (X,,), o est une martingale pour sa filtration naturelle.

(6) Montrer qu’il existe une variable X telle que (Xp), . converge P—p.s. vers Xo..
(7) Utiliser le théoréme d’arrét pour montrer que P,(Tn < Tp) = . En déduire la loi de
Xoo-

(8) On introduit pour n € N, l’hétérozygotie a Uinstant n : H,, = 2Xn(N=Xn)

N(N-1)
pond & la probabilité qu’un couple de génes choisi uniformément dans la poulation totale
a l'instant n présente deux alléles différents.

(a) Montrer que, pour tout n € N, E [Xp,41(N — Xpp1)|FX] = %XH(N - X,)-

(b) En déduire que, pour tout n € N, E, [H,] = 2]\?((%:%) (%)n

. Cela corres-
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