M1 IM/MPA : TD Optimisation et Eléments Finis

Feuille 4 : Problemes d’optimisation avec contraintes.
Les questions ou exercices avec * ne sont pas prioritaires pour les IM.

Exercice 1
Cas de contraintes d’égalité
Soit f:R3 = R, (2,9,2) = 22 +y>+22 et g : R3 = R2 (z,y,2) = (2 +2y+2—1,20—y— 3z —4).
On note
K = {(x,y, 2) e R3, g(z,y, 2) = (0,0)}.
On cherche a résoudre le probleme de minimisation suivant :

min T, Y, 2).
(x,y,Z)GKf( %)

1. Montrer que ce probleme admet une solution.
2. Résoudre ce probleme d’optimisation.
Exercice 2
Inégalité arithmético-géométrique
Soitn > 2et f: R" = R, (z1, 22, ..., Ty) — T1Z2...2,. Onnote I' = {(xl,xg, vy Tp) ERY 20+ = 1}.
1. Montrer que f admet un maximum global sur I' et le déterminer.

2. En déduire I'inégalité arthmético-géométrique : pour tout (x1,x2,--- ,z,) € R}, on a

n n
1 .
. n
=1

Exercice 3
Cas de contraintes d’inégalité
Soit f: R?2 = R, (z,y) = —(z—4)>—(y—4)? et g : R?2 — R2 (2,9) = (g1(z,y) = 2+y—4, go(z,y) =
x4+ 3y —9). On note
K :={(z,y) €R? gi(z,y) <0, go(z,y) < 0}.
On cherche a résoudre le probleme de maximisation suivant :

max z,Y).
(w)er( Y)

1. Montrer que ce probleme admet une solution.

2. Résoudre ce probleme d’optimisation.



Exercice 4 FExemples de calculs de projections
1. On se donne (a1, ag, ...,a,) € R™ et (b1, b, ...,b,) € R™ tels que pour tout i € {1,..,n}, a; < b;.
On définit I’ensemble suivant

C:={(x1,22,....2y) €ER", a; < x; < b;,i € {1,..,n}}.
a) Montrer que la projection orthogonale pc sur C' existe.

b) Montrer que pour tout i € {1,...,n}, (pc(x1,z2, ..., Ty)); = min(max(x;, a;), b;), si (po(x1, T2, ...y Tn) )i
désigne la i-eme composante de pc(z1, T2, ..., Tn).

2%, Soit 29 € R" et R > 0, on note K := B(zg, R), ou B(zg, R) désigne la boule fermée de centre
xo et de rayon R.
Montrer que px la projection orthogonale sur K existe et que

pk: R*" — K,
r — x,sizxekK,
xo+ R—2 six ¢ K.

[e—zo]l*
Exercice 5 Annales 2021
Notations.
On note (-, )¢ le produit scalaire euclidien sur R? et || - |4 la norme associée.

On souhaite étudier la convergence d’un algorithme permettant d’approcher la solution d’un probleme
de minimisation d’une fonctionnelle quadratique sous contraintes d’égalité affines.

Soit (d,m) € N* x N*, avec m < d. Le cadre général porte sur une fonctionnelle
d 1
J: R >R u— §<Au,u>d —(b,u)q + c,
avec A € My(R) symétrique définie positive, b € R?, ¢ € R, et un espace
Q:{ueRd, Du—e:()},
avec D € M,,q(R) de rang maximal, e € R™.

1. Etude du probleme d’optimisation.
a. Etudier 'existence et I'unicité d’un point de minimum de J sur Q.

b. Montrer que si v* € Q est un point de minimum de J sur Q alors il existe (A}, ..., \5) € R™ tel

que
VI (u*) +DX* =0,

avec \* =



2. Etude d'un algorithme d’approzimation du point de minimum.

On considere 'algorithme suivant pour approcher le point de minimum de la fonctionnelle J sur

Q.

/Trouver pour tout k € N, (A, uz) € R™ x R? suivant l’algorithme\
suivant :
Initialisation : Ao, p > 0 donnés.

Itération : pour k € N,
— uy, est calculé comme étant le point de minimum sur R? de la
fonction ¢p 1 u — J(u) + (A, (Du — €))p, i.e. on définit uy par
Pr(uk) = mingega o (u).

a. Soit k € N. Y a-t-il existence et unicité du point de minimum au probleme de minimisation a
résoudre a l'itération k i.e. du probleme min,cga pr(u).

On cherche maintenant & montrer que la suite (uy)ren converge.
b. Soit k € N.

(i) Ecrire la condition nécessaire d’optimalité en u associée au probléme de minimisation de ¢y
sur R? & chaque itération. En déduire, en utilisant la question 1.b., que !D(\, — \*) = —(V.J (ug) —
VI (u")).

(ii) Montrer que Agy1 — A = A — A* + pD(ug — u*).

(iii) Montrer que

s = X050 < 1A = X150 = p(2Amin — ol DIk — w13,

[ Dullm
llulla

o [|[D[|| = supyerd 20 et Anin est la plus petite valeur propre de A.

c. En déduire que si 0 < p < ﬁ‘)b%, la suite (|| A\x — A*|%,)ken converge.

d. Déduire de b. et c. que la suite (ug)ren converge vers u*.

3. Proposer un code de calcul en Scilab ou python permettant de résoudre le probléeme de minimi-
sation en utilisant cet algorithme.

Exercice 6
Théoréme de projection sur un convexe en dimension finie*.

Dans cet exercice, on cherche a démontrer le théoréme suivant.



Théoréme de projection sur un convexe en dimension finie. Soient d € N*, K une partie
conveze fermée et non vide de R et x € R%. Alors, il existe un unique rx € K, tel que

T — k| =min ||z — y|. 1
|l = 2| = min o = y] (1)

De plus, T est caractérisé par
(x —zr,y—zg) <0, Vy € K. (2)

On dira alors que x est la projection de x sur K et on note xx = pg(x). La projection px est de
plus 1-lipschitzienne.

Soit x € R%.
1. Montrer que la fonction f : RY — R, y > [lz — y|| est convexe, continue et ”infinie & I'infini”.

2. En déduire l'existence de x k.

3. On cherche maintenant & montrer 'unicité du minimiseur. On suppose donc dans cette question
qu’il existe deux points zx et Zx appartenant & R? distincts, qui réalisent le minimum de f sur K.

a) Montrer que
(a) q

-2
xK-i-a?KH

o = &l = 2ose — ol + 2 = ol — [0 - 7

(b) Conclure en utilisant la convexité de K et la définition de xx et Tg.

On note pg(z), I'unique solution du probléme de minimisation.

4. On cherche maintenant & montrer la caractérisation.
(a) Supposons que zx soit solution du probleme de minimisation. Soit y € K. En utilisant la

convexité de K, montrer que
(@ —zr,y — oK) <ty — ok (3)
pour tout t €]0, 1]. En déduire la premieére partie de 'assertion.
(b) Réciproquement, supposer que z € K vérifie pour tout y € K,

(r—zy—2) <0, (4)

et montrer que pour tout y € K,
[l = 2] < [l =yl (5)

Conclure.

5. Montrer enfin que px est 1-Lipschitzienne.
6. Montrer que si K est un sous-espace vectoriel de F, alors la caractérisation s’écrit :

(r —2K,y)=0,Vy € K.



SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution exercice 1

1) Le probléme considéré est un probléme d’optimisation sous contrainte en dimension finie. L’ap-
plication (z,y, z) — f(z,y, z) := 2> +y* + 2? définie sur R? est une fonction continue car polynomiale
en ses variables. De plus f est infinie & I'infini sur R3. En effet, on peut le prouver directement. Soit
(un)nen une suite de K telle que ||u,|| — +oo lorsque n — 400. Montrons que f(uy,) — 400 lorsque
n — +00. On a pour tout n € N, u,, € R3, on peut donc écrire u, = (Tn, yn, 2n) € R? et on sait que
Jtn] = +o0, done en particulier [[un |2 = +50. Or f(un) = f(n, Yns 2n) = 2 + g2 + 22 = [un]?
d’ou le résultat.

Etudions maintenant I’espace des contraintes K. L’application

($7y7 Z) = g(:l:ay? Z) = (gl(xayaz)aQQ(:L‘aya Z)) = (:I" + 2y+ Z = 1721: - Y- 3z — 4)

définie sur R est continue. On peut grace & cela montrer que ’ensemble des contraintes est un ensemble
fermé. En effet, on remarque que l'on peut écrire K comme l'image réciproque du singleton {(0,0)}
par g :
K =g '({(0,0)}).

L’ensemble K est donc I'image réciproque d’un fermé par une application continue, il est donc fermé.
De plus, il est non vide : on peut par exemple remarquer que (0, g, —%) e K.

Géométriquement, I’ensemble g = 0, correspond a 'intersection de deux plans affines non paralléles
(Pun défini par g; = 0 et 'autre par go = 0), c’est a dire & une droite.

Gréace a un théoreme vu en cours, on sait que ce probleme admet au moins une solution.

On remarque également que K est un ensemble convexe puisque g est affine. En effet, si uy =
(x1,y1,21) € K et ug = (x9,y2,22) € K, alors pour tout t € [0,1], tu; + (1 — t)ug = (tx; + (1 —
t)xo, tyr + (1 — t)y2,t21 + (1 — t)22) € K puisque

trr + (1 —t)xe +2(ty1 + (1 —)yo) +tz1+ (1 —t)zo—1 = t(r1+2y1+21—1)+(1 —1t) (2 +2y2 + 20 — 1)

=0 car uiekK =0 car ugseK

et

2(txy + (1 —t)we) — (ty1 + (L —t)y2) — 3(tz1 + (1 —t)20) —4 = t(2x1 —y1 — 321 —4)+(1 — t) (222 — y2 — 3292 — 4)

~
=0 car wieK =0 car ugeK

L’ensemble K est donc convexe.

On peut de plus montrer que f est a-convexe sur tout R3 avec o > 0. On peut par exemple utiliser
le fait que f est une fonctionnelle quadratique, elle est C? sur tout R® et on a Hess,f = Id. En
particulier, f est donc 1-convexe sur R3. Et elle est donc aussi 1-convexe sur K (ensemble convexe).
Elle est donc strictement convexe sur K. On sait donc que le probleme d’optimisation sur K admet
au plus une solution (i.e. soit aucune solution, soit une solution). Comme on a montré plus haut que
le probleme admet au moins une solution, on sait donc qu’il existe une unique solution & ce probleme
d’optimisation sur K.

2) On cherche a appliquer le théoréme III.1.6. puisque 'on reconnait le cas de contraintes d’égalité.
Les fonctions f et g sont C' sur tout R3. Soit u € R3. Montrons que le systéme {Vg;(u), Vga(u)}



forme un systeme libre. Soit A1, Ao € R tels que
0= >\1Vgl(u) + )\QVQQ('LL)

Cela équivaut a

A +2X =0 A1 = —2)\9
201 — A =0 <= Xy =2\
A1 —3X =0 A1 =3\

Ce qui implique que Ay = Ao = 0.

Donc le systeme {Vgi(u), Vga(u)} est libre. Par conséquent, on peut appliquer le théoreme III1.1.6.
Siu* = (x,y,2) € K est un point de minimum de f sur K, alors il existe deux multiplicateurs de
Lagrange A1, A2 € R tels que

Vi(x,y,2) + MVai(z,y, 2) + A2Vga(z,y,2) = 0.
Ce qui s’écrit

2 4+ A +2X9 =0,

—
=2
~—

2y 4+ 2\ — Ag = 0, (7)
22 + A1 — 3\g = 0. (8)
Comme u* = (z,y,2) € K, on trouve
r+2y+z=1 5 45y =7 (1)
20 —y—32z=4 7 By —52=9 (1).
En injectant (1) dans (7) et (1) dans (8), on obtient
22 4+ A1 + 2\ =0, 22 4+ A1 + 2\ =0, r=13,
2$+)‘1_3>\2:% 5)\2:—% /\2:—%.
En utilisant (9) et (f)-(f) il vient y = % et z = —11. Donc la solution du probleéme de minimisation

$.2=—1l).

initial avec contraintes est (x = %, Yy = -1
On peut aussi remarquer que 'on aurait pu se contenter de prouver qu’il existe au moins une
solution et d’en déduire I'unicité simplement par le fait que I’on trouve une seule solution au systeme

d’équation.
Solution exercice 2

1) Le probleme considéré est un probleme d’optimisation sous contrainte en dimension finie avec
des contraintes mixtes (d’égalité et inégalité). On peut noter que

F={zeR" Vie{l,..,n}h(x) <0, et g(x) =0},

si pour tout ¢ € {1,...,n}, hj : R" - R,z — —x; et g: R" — R,z — > ", z; — 1. L'ensemble T
est un ensemble fermé (image réciproque d’'un fermé par une application continue) et borné car si



z €T, alors Vi € {1,..n}, 0 < x; < 1. C’est donc un ensemble compact (il est méme convexe). De
plus application f est continue (car c’est un polynoéme en ses variables) sur R™ et donc sur I'. Donc

f possede un maximum global sur I' (toute application continue sur un compact admet un maximum
global).

2) Supposons que a soit un point de maximum global de f sur I'. Tout d’abord on a a €]0, +o00[",
puisque si un des a; pour i € {1,...,n} est nul, alors f(a) = 0. Et comme a € R’}, on sait que f est
positive. On aurait donc max,er f(x) = minger f(x) et donc f = 0, ce qui n’est pas vrai. Ce qu’on
vient donc de prouver, c’est que les contraintes d’inégalité en a pour ’ensemble I sont toutes inactives
en a.

De plus, les applications f : R” — R,z +— [[;"; z;, g et h; pour ¢ € {1,...,n} sont C! sur R”. On
sait donc par un théoreme du cours qu’il existe un multiplicateur de Lagrange A € R tel que

Vf(a) +AVg(a) =0,

soit
Vie{l,---,n}, [ a+r=o0.
k=1 ki
Ou encore
vie {1, ny, 18—y

(2
Mais f(a) > 0 (car a € (]J0,4o0c[)") implique que f(a) # 0 et donc A # 0 d’apres I’équation
précédente. On en déduit que les a; sont tous égaux a une constante ¢ donnée par ¢ = —f(a)/\. Par
ailleurs on a Y 1 ;a; —1 = 0, soit nc —1 = 0, d’ott ¢ = % Donc finalement, sur I', f atteint son
Lo %) En d’autres termes,

vz eT, f(x)ﬁf(i,---,i) - (i)n

Si on considere maintenant x € R’} \ {Orn}, en considérant & = ﬁ, on obtient 2 € I' et en
i=1 "7

maximum en (

appliquant I'inégalité précédente a T on obtient
n
(z1--ap)/" < 217—1117 Vo € (Ry)™ \ {Ogn}.

Le cas = Ogn ne pose pas de probléme puisque dans ce cas, I'inégalité est encore vérifiée.

Solution exercice 3
Soit f: R* = R, (z,y) = —(z—4)*—(y—4)? et g : R* = R, (z,9) = (91(2,y) = +y—4,g2(2,y) =
x4+ 3y —9). On note
K = {(xvy) € sz gl(‘r’y) < 07 QQ(IE,y) < O} .
On cherche a résoudre le probleme de maximisation suivant :

max f(x,y).
(m,y)er( Y)



1. Montrons que ce probleme admet une solution.
Comme c’est un probléme de maximisation, pour appliquer le cours, on se ramene a un probléme de
minimisation, en passant par — f.

On a:
— K est fermé, comme image réciproque d’un fermé par une application continue. Cette fois ci,
on remarque que K = g~ (] — 00,0]x] — 00,0]) et g est continue sur R? et | — oo, 0] x] — o0, 0]

est un fermé de R?. De plus K est non vide puisque (0,0) € K. On remarque que g; et gs sont
des applications affines, on a donc en particulier pour tout (uj,us) € R? et pour tout t € [0, 1],
gi(tur + (1 — t)ug) = tg;(u1) + (1 — t)gi(ug). Donc si (u1,us) € R? € K x K, on en déduit que

gi(tug + (1 — t)ug) =t gi(ur) +(1 —t) gi(u2) < 0.
<0 <0

Donc tu; 4+ (1 — t)ug € K. Donc K est un ensemble convexe.
— —f est infinie & l'infini. En effet, ici — f est définie sur tout R? et on peut par exemple calculer la
Hessienne de —f, on voit que c’est 2Id, — f est donc 2-convexe sur R? et sur ’ensemble convexe
K également. On sait donc que —f est infinie a 'infini sur R, par théoréeme du cours.
On sait donc par le théoreme 1.4.2. du cours que —f admet un minimum sur K et donc f admet
un maximum sur K.

De plus le fait que f soit strictement convexe sur R? (car 2-convexe surR?) et que K soit convexe
permet d’affirmer qu’elle est strictement convexe sur K et donc qu’il existe au plus un point de mini-
mum sur K. Et donc en combinant avec le fait qu’il y en a au moins un, on a la conclusion. Il existe
un unique point de minimum sur K.

2. On cherche a résoudre ce probleme d’optimisation et on va appliquer le théoreme I11.1.10. On a
déja que f € CL.
On ne sait pas a priori dire si en un point donné les contraintes sont actives ou pas. Par contre, dans

tous les cas g et go sont C! sur R? et pour tout € R?, Vg;(z) = (1) et Vgao(z) = (é) Donc toutes

les familles de vecteurs (Vgi(z)), (Vga(z)), (Vgi(x), Vga(z))) sont libres pour tout x € R2. Donc
quelque soit le cas de figure on est en mesure d’appliquer le théoréeme du cours relatifs aux contraintes
d’inégalités.

On écrit alors les conditions nécessaires d’optimalité qui nous donnent que si (z*,y*) € K est
minimum sous contrainte de — f sur K, alors il existe (A}, \5) € RT x R* tel que :

Of (v 991w 992 s oy _
83:(96,y)+Alax(m,y)+Azax(ﬂv,y) = 0, (10)

Ce qui donne



2(33* — 4) + )\1 + )\2 = 0, (12)
2y —4)+ A\ +3X\ = 0. (13)

On étudie alors toutes les possibilités suivant si les contraintes sont actives ou pas.
— Si les deux contraintes sont actives a 'optimum, alors

4y -4 = 0, (14)
*4+3y" -9 = 0. (15)

On peut résoudre ce systéme et on trouve (z*,y*) = (3, 3). Les conditions nécessaires d’optima-
lité s’écrivent alors :

=54+ A1+ Ao
—34+A1+3X = 0. (17)

=
—~
—_
D
~—

Et donc (A1, A2) = (6, —1). Ce qui n’est pas possible puisque l'on doit avoir Ay > 0.
— Si g1 est active au point de minimum, mais pas go, alors

4ty -4 = 0, (18)
z*+3y" -9 < 0. (19)

On sait aussi par le théoreme II1.1.10 que Ay = 0. En utilisant la condition nécessaire d’optima-
lité, on trouve donc également :

202" —4)+ A = 0, (20)
2Ay* —4)+ A = 0. (21)

Et donc z* = y*. La contrainte active donne ensuite z* = y* = 2. Puis A\; = 4 en utilisant 'une
des deux équations de la condition nécessaire d’optimalité. On a donc une solution du systeme
(SU*, y*v )‘la )‘2) - (27 25 45 0)

— Si g2 est active au point de minimum, mais pas gi, alors

4yt -4 < 0, (22)
ZE3y -9 = 0. (23)

On sait aussi par le théoreme que A\; = 0. En utilisant la condition nécessaire d’optimalité, on
trouve donc également :

2a* —4)+ X = 0, (24)
2(y* —4)+ 3\ = 0. (25)
Et donc
2(y" —4) —6(z" —4) = 0. (26)
D’ou

3" —y*—8=0. (27)



En combinant (23) et (27), on trouve une seule valeur possible de (z*, y*) = (:1)’—3, ) qui viole

la condition z* + y* —4 < 0.
— Si les deux conditions sont inactives au point de minimum, alors A\; = A9 = 0. On trouve donc
x* =4 et y* =4, qui violent les deux contraintes.
Le seul point pouvant convenir est dont (2, 2). Par la question 1. , on sait donc que ¢’est un maximum
qui est de plus un maximum global (f est concave).

Solution exercice 4

1. On se donne (a1, ag, ...,a,) € R™ et (b1, b, ...,b,) € R" tels que pour tout ¢ € {1,..,n}, a; < b;.
On définit I’ensemble suivant

C:={(x1,22,....,25) €ER", a; < x; < b;,i € {1,..,n}}.
a) Montrons que C' est un convexe fermé.

Soient (x,y) € C, t € [0, 1]. On utilise la définition de C' pour obtenir ta; + (1 —t)a; < tz+(1—t)y <
th; + (1 — t)b; et donc tz + (1 — t)y € C. On en déduit que C' est convexe.

Pour montrer que C' est fermé, on peut par exemple remarquer que C' est le pavé II7 ,[a;, b;] qui
est un produit cartésien d’ensembles fermés (ici les segments [a;, b;] pour i € {1,...,n}). On peut aussi
tout redémontrer : prendre une suite de C' qui converge dans R"™ et montrer qu’elle converge dans C.

La projection est donc bien définie par le théoréeme de projection sur un convexe fermé rappelé dans
le cours.

b) Soit P I’application définie en composantes comme suit : pour tout i € {1, ...,n}, (P(z1,22,...,xyn)); =
min(max(x;, a;), b;), si (P(x1, 22, ..., Zy)); désigne la i-éme composante de P(x1, g, ..., Ty).

Autrement dit
P: R* — R
x = ((P(xlax%"'axn))i)ie{l,...,n}
a;, si xT; S a;,
Avec pour i € {1,...,n}, (P(x1,22,...,2n))i = & T4, sia; <x; < b,
bi, si xT; > bl
Ce qui donne pour x € R™, pour tout ¢ € {1,...,n},

(x — P(x)); = = —a, siz; <aj,
07 si a; < x; < bi7
Tr; — bi, si xT; > bi.

Soit y € C, on a :

— siai S ag, |z — (P(@))i] = ai — @ <yi — i = |z — wil,

—sia; <x < by, o — (P(@))il =0 < |zi —yil,

— si@; > by, |2 — (P(2))i] = |bi — x| = 2 — b <2 — yi = |2 — yi
Donc, pour tout y € C, on a |z; — (P(x));| < |z; — yi|. On obtient alors

[z = P(@)]| < [lz—yll, vy € C.



Il faut aussi montrer que P(x) € C, ici c’est le cas puisque pour tout i € {1,...,n}, (P(x)); € [a;, b;]
(voir les expressions trouvées plus haut! ).
On en conclut que P(z) est le point de minimum de y — ||z — y| sur C et c’est donc bien la

projection sur le convexe fermé C.

2. Soit 29 € R™ et R > 0, on note K := B(zq, R), ott B(xo, R) désigne la boule fermée de centre z

et de rayon R.

Montrons que pg la projection orthogonale sur K existe et que

prk: R*" — K,
r — sixEK

xo+ R—=2 six ¢ K.

=0 ||’

Tout d’abord la boule fermée est bien convexe et fermée. La projection sur K est donc bien définie.
Définissons 'application px comme proposé plus haut. Soit x € R™. On a tout d’abord pg(z) € K,

puisqu’on a bien ||pg(z) — x¢|| < R. Montrons que pour tout y € K, on a :

[ = pre (@) < [l =yl

On aura ainsi montré que px est bien la projection voulue.

Commencons par le cas ou z ¢ K.

Définissons § = xg + >\||m zo]] ou A est fixé tel que (y — g,z — x9) = 0. Faire un dessin pour bien

se représenter ce que signifie px(z) et §. On obtient

- T — X0
(y—9,2—20) =0 (y—20 — A\\——, @ — Z0). (28)
[l — ol
Ce qui donne
[l — ol
De plus, on a
lz —yll* = (@ —=z0) + (w0 —§) +7 — yl* (29)
A2 T0
le—zoll
A - 2
= ||(1—m)($—$0)+y—y|| (30)
En utilisant I'orthogonalité de y — 4 et © — xg, on obtient
2 A 2 2 ~ 2
le =yl = (1= —=)"lle —zoll” + |7 — vl (31)
HJJ .ToH e
>0

On a également, si z ¢ K,



Tr — T
e e L (32)

(y—zo,2—20)

On a aussi comme A = ,
lz—=oll

A< ly — ol <R, (34)

il suffit pour I'inégalité de gauche d’utiliser une inégalité de Cauchy-Schwarz et pour celle de gauche
d’utiliser que y € K. Et comme x ¢ K, on a ||z — zg|| > R > ||y — x¢||, et donc

A< Ha:—xOH.
PN A
— A > ().
Dou 1l ool 0
De méme, comme x Qé K,onal-— 7||me0|| > 0.

En combinant toutes ces égalités et inégalités, on trouve :

le—yl > (1- —2 )z — o] (35)
T — 2ol

> (1= e~ (36)

= o - px(@)] (37)

Si z € K, alors comme z — pg(x) =0, on a pour tout y € K, ||z — px(z)|| < ||z — y]|-
On en conclut que px est donc bien la projection sur K.

Solution exercice 5

voir fichier a part.

Solution exercice 6

Soit z € R%.
1. Montrons que la fonction f: R — R, y + ||z — y|| est convexe, continue et ”infinie & I'infini”.

f est continue comme composée de fonctions continues. De plus, h : z +— ||z|| est convexe puisque
vt € [0,1], ¥(z1,22) € R? x RY,

[ty + (1 = )z < tllaafl + (1 =)z

Puis g : y — x — y est affine, donc en particulier V¢ € [0,1], ¥(y1,y2) € RY x RY, g(ty; + (1 —t)y2) =
= (tyr+(1=)y2) = te+ (1 —t)z —(ty1+ (1=t)y2) =tz —y1) + (1 =) (z —y2) = tg(y1) + (1 —)g(y2).



Donc comme f = hog, on aVt € [0,1], ¥(y1,y2) € R? x RY,

fltyi+ (1 =t)y2) = h(gltyr + (1 —t)y2)) (38)
htg(yr + (1 = t)g(y2))) (39)

< th(g(y1)) + (1 —t)h(g(y2)) (40)

< tf(y1) + (1 —=1)f(y2) (41)

On peut aussi directement utiliser le résultat que 'on vient de démontrer. La composition d’une
fonction convexe avec une fonction affine est convexe.

Reste a montrer qu’elle est ”infinie a ’'infini”.
On peut par exemple utiliser que si € R, pour tout y € R%, on a

Iyl < lly — |l + [I=]],

par inégalité triangulaire.
Et donc Si z € R?, pour tout y € R?, on a

lyll = =l < lly — =,
Et donc si ||y|| — 400, on a f(y) — +oo.
f est donc "infinie a U'infini”.
2. On déduit Dexistence de xx € K par le théoréeme du cours puisque K est un fermé non vide, f
continue et ”infinie & 'infinie”.
3. Supposons qu’il existe zx et Tx deux points de minimum distincts.

(a) Montrons que

-2
- - T+ Tk
H:CK—xKH2:2H$K—:U||2+2HxK—x||2—4Hx—2 H .

On peut pour cela, soit développer le membre de droite et on retrouve le résultat, soit on utilise
Iégalité |la + b))% + [la — b]|? = 2(||al|* + ||b]|?), avec a = 2 — x et b= T — =.

(b) Comme zk et T sont deux éléments de K, on a % € K et donc par définition du minimum,
|l — KGR > ||z —ak]| et [l — G| > |z —Fk]. Donc 4fle— P22 > 2|z —ax ||*+2]|x — x|

Donc |lzx — 2k ||* < 2|ax — x| + 2|2k — 2[* = 2l|lz — 2x[* — 2|z — 2],
ce qui donne ||z — Zx||? <0, donc zx = Tk.

4. On cherche maintenant a montrer la caractérisation.
(a) Supposons que zx soit solution du probleme de minimisation. Soit y € K. Montrons que

(v —2r,y —zk) <ty — ok, (42)



pour tout ¢ €]0,1].
Comme K est convexe, on a pour tout t € [0, 1], ty + (1 — t)zx € K. Et donc

lo — x| <l = (ty + (1 = t)zx ).

De plus,

I

lz = (ty + (1 = t)ax)||? Iz —2x) =ty — vK)

= |z —ax|®+ Py — 2k — 2tz — 2k, y — k)

En utilisant alors (43), on obtient
lz —2xl® < llz—2xl® + &y — ek - 2tz — 2x,y — 2K)

Et donc
2t<$ —TK,Y — $K> < t2||y - xKH27
En divisant par ¢ €]0,1] et en faisant tendre ¢ vers 07, on trouve :

(b) Réciproquement, supposons que z € K vérifie pour tout y € K,

(x —z,y—2) <0.
Montrons que pour tout y € K,

[l = 2] < [l =yl
On a pour tout y € K,

lz—z[I> = e —yl*+lly— 2l +2(z —y,y — 2)
le—yl*+lly— 21> +2(x -2+ 2 —y,y — 2)

e —yllP+lly— 2> +2(z — 2,y —2) + 2(z —y,y — 2)
= llz—yl*—lly — 2> +2(z — 2,y — 2) .

<0 <0

Et donc pour tout y € K,
2 2
|z —2]" < [lz —yl"
On en déduit que z est minimum de f sur K et par unicité zx = z.
5. Montrons que pg est 1-Lipschitzienne (i.e. V(z,y) € R x R [|px(x) — px ()| < ||z — yl]).
En utilisant la caractérisation du projeté, on sait en particulier que V(z,y) € R? x R?,

(x — pr(7),pr(y) — pr (7)) <0,

et

(y —pr(y),px(z) — pr(y)) <O0.

(47)

(48)



En sommant ces deux inégalités, on obtient

(r —y —pr(x) +pr(y) Pr(y) — PK(2)) < 0. (59)
Et donc,
(& =y, pr(y) — pr(2)) + |pK (y) — pic(2)||” < 0. (60)
D’ou
I (y) = prc(@)I” < (z — y, P (2) — P (y)) (61)
Alors, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
lpre (y) — P (@)|I” < [z = ylllpx (=) —pr(W)]- (62)
Si ||lpr(z) — pr(y)|| # 0, on divise par cette quantité I'inégalité et on a 'inégalité voulue.
Si ||px(z) — pr(y)|| = 0, alors I'inégalité voulue est est encore vraie.

6. Montrons que si K est un sous-espace vectoriel de F, alors la caractérisation s’écrit :
(r—2K,y)=0,Vy € K.

Soit y € K, on a alors y + xx € K, puisque K est un espace vectoriel et donc en utilisant la
caractérisation on obtient
(r—rr,y+axg —xg) <0,Vy € K. (63)
Ce qui donne

(x —zg,y) <0, Vy € K. (64)
De plus si y € K, alors —y € K, donc en appliquant I'inégalité précédente a —y, on a aussi

(x —zg,y) >0, Vy € K. (65)

D’ou
(x —zg,y) =0,Vy € K. (66)



