Université Cote d’Azur - Processus de Décision Markoviens Mi1IM

Feuille du Chapitre 4 : Exemples

EXERCICE 1. On considére le jeu suivant. Le jeu se joue en deux étapes. Lors de la premiére
étape, une piéce de monnaie est lancée. Le joueur observe le résultat. Il peut alors décider de
quitter le jeu en empochant le résultat de la piece, ou alors de rester. S’il reste, une deuxiéme
piéce de monnaie est lancée. Le joueur empoche alors la moyenne des deux lancers comme gain.

Le probléme, ici, est déterminer la stratégie optimale. Dans un premier temps, nous allons
procéder a la modélisation du probléme.

(1) On représente les lancers de chacune des deux piéces par deux variables aléatoires X
et X5. Comment choisir ces deux variables? Comment s’écrivent les gains respectifs
aux instants 1 et 2 en fonction des variables X7 et Xo (suivant la stratégie décidée par
le joueur) ?

(2) On modélise la décision du joueur sous la forme d’une variable aléatoire 7 & valeurs
dans {1, 2}, représentant l'instant ot le joueur quitte le jeu. On choist {7 = 1} € o(X}).
Que dire de {7 =2} 7

(3) Montrer que la gain moyen du joueur a I'issue du jeu, et pour une stratégie 7, s’écrit

X1+ Xo
g = E|:X11{T:1} + 72 1{7-:2}:| .

(4) Montrer que g peut se réécrire sous la forme

1 1 1
9= +3E[(0 ==y
(5) On écrit maintenant 1,1y sous la forme d'une fonction 1¢,_1y = f(X1). Ecrire g en
fonction de f.
(6) En déduire la meilleure stratégie en fonction de X;. Représenter ceci sous la forme d’un
arbre.

EXERCICE 2. On reprend maintenant I’exercice précédent, mais on remplace les piéces par
des dés (a six faces). On lance donc deux dés. Le gain, en quittant le jeu a la premiére étape,
est égal au résultat du dé. Le gain, en quittant le jeu & la deuxiéme étape, est égal & la moyenne
des résultats des deux dés.

(1) Que deviennent les variables X; et Xy de I'Exercice 17
(2) Montrer que les réponses aux questions (2) et (3) de ’Exercice 1 demeurent inchangées.
(3) Avec la méme notation que dans la question (4) de ’Exercice 1, montrer que g s’écrit

maintenant
7 7

g=57t %E[(Xl - 5)1{711}}'

(4) Sur le modele de I'Exercice 1, en déduire la meilleure stratégie en fonction de X et
représenter & nouveau ceci sous la forme d’un arbre.

EXERCICE 3. On généralise maintenant ’Exercice 2. Le jeu contient dorénavant N étapes.
Les régles sont de fait les suivantes :

(a) Si le joueur quitte le jeu a l'instant n, il empoche comme gain la moyenne de tous les
lancers de 1 & n.
(b) Le joueur quitte au plus t6t le jeu a 'instant 1; au plus tard, il quitte le jeu a I'instant

N.
On modélise donc les lancers des dés par N variables aléatoires X1, --- , Xy indépendantes et
uniformément distribuées sur {1,---,6}. La décision du joueur est par ailleurs modélisée sous
la forme d’un temps d’arrét T a valeurs dans {1,--- , N}. On notera S,, = X7 + -+ + X,.

Dans la suite de l'exercice, on procéde par programmation dynamique pour trouver la
meilleure stratégie.



(1) On se place a I'instant N — 1. On suppose que le joueur est encore dans le jeu a cet
instant la et que la somme des lancers précédents vaut s. Montrer que la décision du
joueur est prise en comparant

7

S
o1 ¢ NTaow

S

Sachant que s = Zg;ll Xk, et que le jeu s’arréte au temps N, soit le joueur s’arréte au temps N — 1, et son
gain est alors ﬁ, soit le joueur continue au temps N, et le jeu s’arréte forcément. Le gain moyen du joueur

7
sHE[Xn] _ st3
est alors % =

En déduire que son gain moyen optimal, conditionnellement a Sy_1 = s, est

S S 7
Un-1(s) = max( 5 5 + 537

On rappelle que (Xx)krefo,...,N—1} est une suite décroissante de variables aléatoires dans {0, 1}, adaptées a

Fr = o(X1,--, X) telle que si x; = 0 alors le joueur & quitté la partie avant la partir k + 1 (on prendra
toujours xo = 1). On note alors que le gain moyen suivant une stratégie (xo, -+ ,xXn—1) est
1 SN X

Eloy—r— > X

k=0 Xk k=1

On cherche & optimiser ce gain sur toutes les stratégies.

On rappel que ZkN;Ol X est le nombre de parties qui ont été jouées avant que le joueur s’arréte. Si ZkN;(f Xk <
N — 1, alors, nécessairement, comme la suite (xg)r est décroissante, xy_1 = 0. Dans ce cas

Si Zg;(f xx = N — 1, alors soit xy—_1 = 0 (le joueur s’arréte avant la derniére partie), soit xy_1 = 1 et le
joueur fait la derniére partie. Ainsi,

| Thoo | Thoo e Thot Xk
—_— X =1 00—~ 5 — X+ 1 =1 X+ XN
N_1 E , XN-1 N2 E XN—1 E
2k—0 Xk j=1 2k—0 Xk i=1 N k=1

Donc, en conditionnant,

1 Z;iv:_ol Xk
swp B =y YL Xk
(X0, sXN-1) Pk=0 Xk k=1
1 Zﬁ:oz Xk Zﬁglz Xk
= sup B [Iyy_,—0—x—3 > Xe+ Loy 1=l > Xe+ Xy
(X0, XN —2) Ph—o Xk =y k=1
GrAgce au principe de programmation dynamique, on a alors pour ¢ € {1,--- N — 1} et s € Ry,
1 St xe N-2  Xilg Xk
sup Bl oyor— > Xk| = oswp E\Vnoo| Dok ), Xk
(X0, sXxN=1) Zkzo Xk p—1 (X0, sXN—2) k=0 k=1

ou

1 1 7
Vn-1((,s) = max (CS’ ¥ (3+ 5)) )

Pour plus de facilités, on note Uy_1 = V(N —1,5).
Quelles sont les valeurs possibles de s ici?
Ici, s = Zi:l z; pour des z; € {1,---,6}.
(2) Quelle serait, de fagon consistante avec les notations de la question précédente, la
définition de Un(s) ?
Ici, Un(s) = VN (N, s). Dans la question précédante, ¢ resprésentait le nombre de parties jouées. Ainsi, si
¢ = N, il a N parties jouées, et la somme des dés fait alors s. On en déduit que Un(s) = &
En déduire que

(3) Expliquer pourquoi il convient de définir par récurrence :

Un(s) = max(%,E[UnJrl(s + Xn+1)]>-

Un-1(s) = max(



De la méme fagon, par principe de programmation dynamique, on a ’égalité précédente.
Quelles sont les valeurs possibles de s, ici?
(4) Supposons que toutes les fonctions U,, n = 1,--- , Uy, alent été calculées. Comment
construire la stratégie optimale ?

A chaque instant, on considé Uy (Sn), ott Sn = S_}_; Xj. On compare alors ﬁE[Un(Sn + Xn+1)|Sn] et

%. Si le maximum est atteint pour la deuxiéme quantité, on s’arréte, sinon on continue.

EXERCICE 4. On considére un marché financier binomial a N périodes. Les paramétres de
hausse et de baisse u et d ainsi que le taux d’intérét r vérifient :

d<l4+r<u.

Les facteurs de croissance &1,--- ,&n sont, sous la probabilité risque-neutre P*, des variables
indépendantes de Bernoulli sur {u,d} de probabilité de hausse p* = (1 +r — d)/(u — d). Enfin,
7(0,N) désigne l'ensemble des temps d’arrét a valeurs dans {0,--- , N} et K désigne le prix
d’exercice de 'option. Dans la suite, la valeur de Sy est fixée pour simplifier égale & 1. On rappelle
la formule pour le prix d’une option américaine d’achat :

C= sup E* [(1 +r)7 (S - K)J,
T€T(0,N)
On rappelle que ce prix peut étre obtenu via la programmation dynamique, qui s’écrit ici :
C =Uy(S),

ou, Uy, Un_1, - -+, Uy sont définies par récurrence descendante :

Un(s) = (s = K)4,

Un(s) = max((s —K)y, (147 'E [Un+1(s§n+1)]>, n=0,---,N—1.
Dans la suite, on définit :

r=min{n € {0,--- ,N}: (Sp — K)4 = Un(Sy)}.

(1) Montrer que ’ensemble dans la définition de 7 n’est pas vide.

(Sn — K)4+ =Un(Sn),
donc N dans ’ensemble, quu n’est donc pas vide.
(2) Montrer que 7 est un temps d’arrét.

On rappelle qu’un temps d’arrét 7 pour une filtration (F)j est une variable & valeurs dans N U {400} et
telle que pour tout n € N, (7 = n) € Fy,. Notons que (7 = n) si pour tout k <n —1, (S — K)+ # Ux(Sk)
et Un(Sn) = (Sn — K)4, donc 7 est un temps d’arrét.

(3) Montrer que, sur {n < 7},
Un(Sp) = (1+7)"'E* [Un41(Sn+1)|Fn] -

Par définition, comme 7 > n, pour tout k < n, (S — K)4 # Ug(Sk). Or, par définition également, dans ce
cas,

Un(Sn) = (1 + T)ilE* [Un+1(sn+1)‘fn].
(4) Pour n =0,--- , N — 1, on pose maintenant

n—1
1 1
== 71 _ 71 .
1% 1;:0 TETE {r=k3Uk(Sk) + TFE (7>} Un(Sn)

Montrer que (V;,)n=0,...,N est une martingale.

1
(1+7)k

n
E* Vg1 |Fal = E* [1{;—k} U (Sk)|Fn] + E* [1r>n113Un+1(Sn+1)1Fn]
k=0

T

n 1 1
> 1 Up(Sk) + ————1 ot E¥ [Unt1(Snt1)]

L {T=k}YERPEK N A{T>n} + +
= (1+r) (1+7)

=Vn



grace a la question précédente.

(5) En déduire que
U()(S()) =FE* (1 + T)fT(ST - K)+ .

On remarque que E*[V,] = E*[(14+7) 7 (S; — K)4]. V étant une martingale, on a également E*[V},] = Vp =
Uo(So), CQFD.



