Université Cote d’Azur - Processus de Décision Markoviens Mi1IM

Feuille du Chapitre 1 : Rappels et Chaine de Markov (controlées)

1. Rappels
1.1. Tribus.

EXERCICE 1. Rappeler la définition d’une tribu £ sur un ensemble E. Rappeler la définition

d’un espace mesurable. Donner des exemples simples d’espaces mesurables. Rappeler la définition
d’un espace de probabilité (2, F,P).

EXERCICE 2. Soit (E,£) un espace mesurable et soit (€2, F,P) un espace de probabilités.
Rappeler la définition d’une variable aléatoire X : Q2 — E.

EXERCICE 3. Soit (F, &) un espace mesurable et soit (£2, F,P) un espace de probabilités.
Soit X une variable aléatoire & valeur dans E. Montrer que
o(X)={X"Y(B): Be&}

est une sous-tribu de (2, F,P). Montrer que si h : E — E est une fonction mesurable, alors
h(X) est mesurable par rapport a o(X).

L’exercice précédent admet une réciproque, admise dans la proposition suivante :

PROPOSITION. Soit X,Y deux variables aléatoires de (2, F,IP) a valeur dans (E,E). Alors

X est mesurable par rapport o o(Y) si et seulement si il existe une fonction mesurable f de E
dans E telle que X = f(Y).

1.2. Espérance conditionnelle. On rappel d’abord la définition et les propriétés de I'es-
pérance conditionnelle :

PROPOSITION. Soit X € L'(Q, F,P;R) une variable aléatoire et G C F une sous tribu
de F. Il existe une unique (presque surement) variable aléatoire G mesurable, notée E[X|G] et
appelée espérance conditionnelle de X sachant G (c’est a dire que o(E[X|G]) C G), telle que
pour tout A € G,

E[E[X[G]14] = E[X14].
De plus, l’espérance conditionnelle vérifie les propriétés suivantes :

e L’espérance conditionnelle est linéaire, positive, et vérifie les inégalités classiques (Jen-
sen, Hélder,...)

e E[B[X|G]] - E[X]

e SiY est G mesurable, alors, presque surement, E[XY|G] = YE[X|G],

e Si X est indépendante de G, alors E[X|G] = E[X].

e SiH C G est une autre sous tribu de F, alors E[E[X|G]|H] = E[X|H]

o Si f est une fonction mesurable, que X est indépendante de G et que Y est G mesurable
telles que f(X,Y) € LY (), F,P), alors B[f(X,Y)|G] = F(Y), ou pour tout y,

F(y) = E[f(X,y)].
Par ailleurs si G = o(Y'), on note
E[X]Y] = E[X|o(Y)],
et par la proprosition précédente, il existe une fonction mesurable h telle que E[X|Y] = h(Y).

EXERCICE 4. Soit X ~ N(0,0?) et Y une variable aléatoire indépendante de X. On définit
2
Z = exp(—%YQ +XY).

(1) Calculer E[Z[|Y].
(2) Montrer que E[Z] =1



2. Chaines de Markov

EXERCICE 5. Soit G = o(Y) ou Y : Q@ — F est une variable aléatoire dans un espace
dénombrable F'. Soit X une variable aléatoire a valeur dans un espace dénombrable S et soit
1 € §. Montrer que

P(X =ilG) = ElLix_gl0] = 3. PX =iy =j)ly_;.
JEF
P(Y=5)>0

EXERCICE 6. Prouver la proposition suivante du cours concernant la forme canonique des
chaines de Markov.

PROPOSITION. Soit f: N xS x [0,1] — S une fonction mesurable.
Soient Xo : Q@ — S et (Un)nen\{o} une variable aléatoire et une suite de variables aléatoires
telles que
(1) Pour tout n € N, U, ~U([0,1]).
(2) (Un)nen\{o} est une suite de variables aléatoires indépendantes.
(3) Xo et (Un)nen\{oy sous indépendantes.
Alors la suite (Xp)nen définie pour tout n € N par

Xn+1 = f(na Xna Un+1)

est une chaine de Markov de matrices de transition
((P(na ivj))i,jES)nelN = ((]P(f(nvlh Ul) = j))i,jES)HEN'

EXERCICE 7. Prouver la proposition suivante qui montrer que toute chaine de Markov peut
s’écrire (en loi) sous la forme d’une chaine de Markov canonique :

PROPOSITION. Toute chaine de Markov d’espace d’état S au plus dénombrable et de matrices
de transition ((P(n,1,7))i jes)nen admet une forme canonique.

Indication : soit n € N and i € S, soit f(n,i,-) la fonction quantile de la loi de poids
(P(nﬂiﬂj))j6$~

3. Chaines de Markov controlées
3.1. Généralités.

EXERCICE 8. On suppose que A € B(R%) est un Borélien de R? et que S est au plus
dénombrable.
Soit
f NxSxA—S.
Montrer que f est mesurable si et seulement si pour tout (n,i) € N x S, f(n,i,-): A — S
est mesurable au sens classique, c’est & dire que pour tout j € S,

{ae A: f(n,i,a) =j} € B(RY).

EXERCICE 9 (Forme canonique des chaines de Markov contrélées 1). On suppose A fini.
Soit P : N xS x AxS — [0,1] une collection de matrices de transition controlées et soit
(fn: S = P(A))nen une suite de fonction de S a valeur de P(A), 'ensemble des mesures de
probabilités sur A.

Montrer qu’il existe une fonction G : P(A) x [0, 1] — A telle que si (V;,)nen est une suite de
variables aléatoire iid de loi ¢([0, 1]) indépendante de Xy, et que si (X, An)nen est définit par
la relation de récurrence

An - G(f'fl(XTL)7 Vn)a X'rL+1 ~ P(n, XnaAn7 ')7

alors (X,,, An)nen est une chaine de Markov contrélée de matrices de transitions controlées P
avec une suite de controles (A, )nen de forme mixte markovienne.
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EXERCICE 10 (Forme canonique des chaines de Markov controlées 2). On suppose A fini.
Pour tout n € N on se donne f, : S — P(A), ou ici P(A) désigne ’ensemble des probabilités
sur A. F: N xS x A x[0,1] = S mesurable. Soit (Uy,)nen et (Vi,)nen deux suites de variables
aléatoires iid de loi U([0,1]) et indépendantes de Xy. Soit G : P(A) x [0,1] — A la fonction
définie & I'exercice précédent.

Montrer que la suite de variables aléatoires (X,,, A, )nen définie pour tout n € N par

Ap = G(fn(Xn)7 Vn)v X?’H-l = F(n7Xna Anv Un)
est une chaine de Markov contrélée de matrices de transition controlées
(P(n7 ia G,j) = ]P(F(?’L, iv a, Ul) = j))nG]N,i,jGS,aG.A

pour la filtration (F,, = o(Xo Vo, Up, - Vi, Un))nen et telle que (Ap)nen s'éxrite sous forme
mixte markovienne.

3.2. Exemples.

EXERCICE 11 (Approvisionnement de stock). Un centre de livrasion s’approvisionne de la
facon suivate :

e Sy : stock initial

e A linstant n € N, S,, représente 'état du stock (un entier dans {0,---,Ng}) et A4,
représente 'approvisionnement (un entier das {0,---, N4}).

e Entre n et n+1, D, représente la demande aléatoire (indépendante des observations
passées), de loi homogéne (sur {0, -+, Np}).

e La demande est satisfiate si S, + A, > Djy1, sinon elle est satisfaite dans la mesure
du possible.

Ecrire la chaine de Markov controlée associé. Indication : Spi1 = max(Sy, + An — Dp+1,0).

EXERCICE 12 (Bandit multi-bras). Un joueur observe les résultats de K machines & sous
différentes. A chaque étape, il en choisit une et une seule et la joue, les K — 1 autres ne sont pas
jouées.

A chaque partie n, on consigne les états des machines a sous, ainsi, un seul de ces états
parmis les K — 1 est actualisé.

On suppose que la machine i € {1,--- , K} peut étre dans les états S. La machine i passe
d’un état s; € S* & un état s € S* avec probabilité p(i, s1, s2).

Ecrire une matrice de transition contrdlée avec St x --- x SK comme espace d’états et
{1,---, K} comme espace d’actions qui modélise le probléme précédent.

EXERCICE 13 (Selection d’un film sur Netflix). Un abonné sélectionne un film sur Netflix
avec la régle suivante : il visualise les suggestions de facon séquentielle et ne peut choisir que le
film dont il est en train de regarder la notice (pas de retour en arriére possible), c’est a dire que
soit il choisit le film dont il est en train de regarder la notice, et alors la sélection s’arréte, soit
il regarde la notice suivante, mais ne pourra pas revenir en arriére.

On note S = {0, 1} l'espace d’état. L’état est 1 si le film consulté est le meilleurs choix (au
regard des gotits de 'abonné) parmi tous ceux consultés jusqu’alors. L’état est 0 si ce n’est pas
le cas.

On note A = {0, 1} 'espace d’actions possible pour ’abonné : 1 si on choisit le film dont on
est en train de consulter la notice, 0 sinon.

Montrer qu’on obtient une chaine de Markov contrélée de matrices de transition

1

n+1

P(n,i,a,1) = =1-P(n,i,a,0), i€{0,1},a € {0,1}.
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