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TD 5 : tests

Les questions marquées d’un astérisque (*) sont facultatives.

Exercice 1. (Propriétés des tests) Soit (X;);>1 une suite de v.a. i.i.d. de variance o2 connue et
d’espérance pu. Soit pg € R. On cherche a tester 'hypothése HO : u = po contre I’hypothese H1 :
I # o

1. Pour chaque n > 1, étant donné le n-échantillon (Xi,...,X,) et un réel a € (0,1) :
(a) construire un test de niveau « utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,
(b) construire un test de niveau asymptotique «, fondé sur le théoreme central limite.
Dans la suite, on suppose les X; gaussiens.
2. Ces tests sont-ils biaisés ? Ces suites de tests sont-elles consistantes ?
3. (*) Méme question si on consideére ’hypothese alternative H1 : p = py pour pg # po.

4. Montrer que les tests fondés sur le TCL sont uniformément plus puissants que ceux fondés sur
I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Exercice 2. Soient Xi,..., X, des variables aléatoires telles que

ViE{l,...,n}, X; =0+ ¢,

/\2
oue€y,..., €, sont des variables aléatoires indépendantes, centrées et sous-Gausienne, i.e., E[eAX |<ez,
VYA € R. On veut tester Hy : § < 0 contre H; > 0. On estime 6 par § = n~! Z?:l X; et on pose

o =2In(1/a)/n.

1. Montrer que le test ¢ =1 (h>cal est de niveau a.

2. Montrer que, pour tout 6 > ¢,, f(0) > 1 — e—m(0—ca)?/2,

Exercice 3. Soient n et p deux entiers tels que p < n et soit X une matrice déterministe fixée a
n lignes et p colonnes, de rang p. Soit Y = (Y7,...,Y},) une variable aléatoire de loi N'(X3,0%I) ou
B € RP et 62 > 0 sont inconnus. Soit 0 < r < p. Dans cet exercice, on étudie le test du rapport de
vraisemblance dans le cas ou Hy : Br41 =---= 3, = 0.

1. Déterminer l'estimateur du maximum de vraisemblance 6 de 6 = (8,0?) et en déduire que

1
LOY)= —— ¢ /2,
Sup 6,Y) (27r)n/2&2e

2. Déterminer Destimateur du maximum de vraisemblance fyded = (B,02) sous la contrainte que
Br41 = --- = pp = 0. En posant
M=XX"X)'XT - Xo(Xg Xo) ' X, =TIx —Ilx,,

ou Xy est la matrice extraite de X, de taille n x r contenant les r premieres colonnes de X, en
déduire que

1
sup L(0,Y) = e /2,
eeepo ( ) (2m)"/2(62 + %YTMY)”/2

3. En déduire que le test du rapport de vraisemblance rejette Hy si

n—pY MY

F=—
p—r no?

> ka,

pour un certain seuil k.
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4. Montrer que, si 0 € Oq, F suit une loi de Fisher dont on précisera les parametres.

Exercice 4. (*)

1. Rappeler la définition d’une matrice symétrique définie positive. D’une matrice symétrique semi-
définie positive.

2. Les matrices suivantes sont-elles symétriques définies positives 7 Symétriques semi-définies posi-

Ty ey
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Exercice 5. (*) Corrigez tout ce qui est faux dans le raisonnement suivant :
< Soient X et Y deur v.a. gaussiennes d’espérance 1 telles que Var(X) = 1, Var(Y) = 2 et
Cov(X,Y) = —2. Alors (X,Y) est un vecteur gaussien d’espérance (1,1) et de matrice de covariance

(%)

donc le vecteur (X +Y, X —Y) est un vecteur gaussien d’espérance (2,0) et de matrice de covariance

()G D)=05)

(*) De telles variables existent-elles ?



