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|formu|e de Binbme

Exercice

1

suivantes : .
Si=3 Ck
k=0
S3= > k(k— 1)C’,’§
k=1

| combinatoire |

Exercice

2

En utilisant la formule de Binoéme (z + y)" =

Math ématique du signal aéatoire

n
S OF gk yn=F | calculer les sommes
k=0

So =S kCk
k=1
Sy= S k2Ck
k=1

Soit © un ensemble fini & N éléments. On désigne par P(£2) l'ensemble de tous les
sous-ensembles de Q2. Montrer que card (P(Q2))

=2V,

corrigé 2

L’ensemble de P(2) possede comme élements tous les sous-ensembles de €2 formé de :

0 élément ilyenaC% =1 (0 ensemble vide)

1 élément ilyenaCi =N (les singletons)

N(N -1
2 éléments | ily en a C% = %
N(N —-1)(N -2
3 éléments | il y en a Oy = ( 3?( )

N éléments

ilyenaCl =1 (Q lui-méme)

N
Alors, card (P(2)) = > ci; =2V,

K i=1

/

| combinatoire |

Exercice

deux filles et deux garcons.

3

corrigé 3

Trouver toutes les compositions possibles d’une famille de 4 enfants qui comprend

Ily a Cf = 6 possibilités : {(ffg9), (f9f9),(fgaf). (99ff), (af9f),(9ff9)}
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Math ématique du signal aéatoire

Exercice On considere {2 l'ensemble des familles ayant 3 enfants et on désigne par
4 FEi, Es, E3, F4 les événements suivants :

Ey = {la famille a au plus deux filles }
Ey = {la famillen’a pas de fille }

Es = {la famille aune fille }

Ey = {la famille a deux filles }

Montrer que Fo, E3, E4 foment une partition de Ej.

—corrigé 4
On a: \
ff9),(faf)(fa9),(aff),(9f9),(99f): (999) }
999) }
f99),(9f9), (99f) }
ff9),(faf),(aff)}

\_ /

| calculs de probabilités |

Ey = {(
By ={(
Es = {(
By = {(

SCUE  [orsque Nicolas joue aux éches contre Louis, il gagne 5 fois plus souvent que ce dernier.
5 Quelle est la probabilité que Nicolas gagne une partie ?

corrigé 5

Posons N = {Nicolas gagne} et L = {Louis gagne}. On cherche alors a calculer P(V)
sachant que P(V) = 5P(L).
Or, par dfinition de la probabilité totale, on a P(N) + P(L) = 1. donc , 6 P(L) = 1 soit

P(L) = £, on en déduit : P(N) =1— 1 = 2.

| calculs de probabilités |

SSER  Soit (Q,P(Q), P) un espace probabilisé et A, B deux événements de P(£)
6 1. Montrer que si A C B, alors, P(B — A) = P(B) — P(A) et P(A) < P(B).
2. Montrer que 'on a

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) et P(AUB) < P(A)+ P(B)
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Math ématique du signal aéatoire

| calculs de probabilités |

SSERE  Soit (Q,P(), P) un espace probabilisé et A, B, C trois événements de P(Q).
7 On donne : P(A) = 0,65, P(ANB) = 0,15, P(BNC) = 0,1, P(ANC) = 0,1,
P(ANBNC)=0,05.
On pose Hi =AU (BNC), Hh=AN(BUC) et H3={niA,niB}.
1. Calculer P(H;) et P(H2).
2. Calculer P(H3) si P(B) =0,35.

| calculs de probabilités |

Exercice

Un étudiant, soucieux de ses résultats, estime & 60% ses chances de réussir son cours
8 de Mathématiques, a 85% ses chances de réussir son cours d’Informatique et & 50%
ses chances de réussir les deux matieres. Calculer la probabilité :

1. qu’il réussisse en Mathématiques, mais pas en Infortmatique

2. qu’il réussisse en Informatique, mais pas en Mathématiques

3. qu’il réussisse dans au moins une de ces deux matieres.

| calculs de probabilités |

Exercice

On considere le systeme d’équations d’inconnus (z,y), dans lequel a, b, ¢ désignent

9 r—2y=3
trois parametres réels :

axr —by=-c

Pour déterminer les coefficients a, b, ¢ 'on lance, trois fois, un dé parfait dont les
faces sont numérotées de 1 a 6 : le premier numéro sorti donne a, le second b et le
trisieme c.

1. Calculer les probabilités pi, p2, ps, pour que le systeme ainsi obtenu ait
respectivement : une infinité de solutions ; aucune solution ; une solution unique.

2. Quelle est la probabilité pour que le systéme admette la solution unique (3,0).

http://iwww.cnam.fr/maths/Membres/ghorbanzadeh/ 030



Math ématique du signal aéatoire

| calculs de probabilités

Exercice

On lance un dé parfait deux fois. Calculer la probabilité que la somme des points
10 onbtenus soient supérieure ou égale a 4 et que le premier point soit plus grand ou
égal au deuxieme point.

corrigé 10 \

Notons A ={(i,j): i +j>4eti>j 1<4i,57<6}. On cherche P(A).

d(A
Le dé étant parfait on a donc : P(4) = car3 é ) Pour déterminer le cardinal de A on a :
A ={(i,j):i>4—jeti>j1<i,j<6}
={(4,J) : max(4 —j,j) <i<6,1<j <6}
6
On peut donc écrire A sous la forme A = |J M; avec M; = (i : max(4 — j,j) <i <6}
=1

6
Du fait que Mj, ... Mg sont disjoints on a : card(4) = ) card(M;). Or,
j=1

card(M;) =6 —max(4 — j,7) + 1
En tenant compte de :

4—j sij=1
max(4—j,j):
j sij=2,...,6

on obtient :

6 6
card(A) = > (7 —max(4—j,j)) = (7— (4—1)) +Z(7—j) =19

J=1 J=2

1
Dioit P(A) = 2.

\_ " Y,
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Math ématique du signal aéatoire

Modeéles d’'urne

Une urne contient n boules, ny du type A, no de type B. Un tirage consiste a extraire
une boule de 'urne et & noter son type Aou B (n>2,n1 >1,n9 >1).

On effectue N tirages; soit w = {wy,...,wy} événement associé. Parmi les N tirages
il y en a N1 du type A et Ny = N — N du type B.
Notons: A; = {i—eéme tirage est du type A} et B; = {i—eéme tirage est du type B}

ona:P(4;) = DL ot P(B;) = n2
n n

e Modéle du tirage avec remise (N > 1)

Apres chaque tirage on remet la boule dans 'urne; des événements associés a des
tirages différents sont mutuellement indépendants.

Toutes les boules présentes dans I'urne ont la méme probabilité d’étre tirées.
On a donc N N
ny 1 n9g 2
Pien = (5) ()
(wh = (2) (B
e Modéle du tirage sans remise (1 < N < n)

Apres chaque tirage on ne remet pas la boule dans I'urne. A chaque tirage toutes les
boules présentes dans 'urne ont la méme probabilité d’étre tirées.

On a donc
CNuoNe oo
P({w}) = "1C’N"2 = C;\;_m avec max{0, N —no} < Ny < min{N,nq}
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Math ématique du signal aéatoire

| Modéle d’'umne

Exercice

Un joueur de bridge possede dans sa main 13 cartes d’un jeu de 52 cartes
1 1 distribuées au hasard. Calculer la probabilité qu’il ait :

1. un as exactement.

2. au moins un as.

3. un as et un roi.

4. au moins un as et au moins un roi.

| Modéle d’'urne |

Exercice Une urne contient n boules dont n; rouges, no blanche et ng bleues. On en tire 3

1 2 boules (sans les remplacer), calculer la probabilité pour que
. toutes les trois soient rouges;

. deux soient rouges et une blanche;

. au moins une soit blanche ;

. il y ait une de chaque couleur;

. les boules soient tirées dans ’ordre bleue, blanche et rouge.

U W N =

| probabilité conditionnelle

SCEE  Une urne contient 7 boules blanches et 5 boules rouges. On extrait 2 boules sans

1 3 remise. Quelle est la probabilité d’obtenir deux boules blanches ? Que la deuxieme
soit blanche ?

corrigé 13

~

Notons : A = {premiere boule blanche} et B = {deuxiéme boule blanche}. Alors

—1
P(2boules blanches) = P(AN B) = P(A)P(B|A) = 1_72 172—_1

[P(deuxieme boule blanche) P(B)=P(BN(AUA®)) =P(BNA)U (BN A9))
P(BNA)+P(BN A
P

(A)P(B|A) + P(A°) P(B|A°) =

7—1 5 7-0
L= 4+ 5

e
12 12—1

de60d http://www.cnam.fr/maths/Membres/ghorbanzadeh/



Math ématique du signal aéatoire

| probabilité conditionnelle

Exercice

On lance un dé dont les faces sont numérotées de 1 a 6. Les faces 3 et 6 sont
1 4 blanches. Les faces 1, 2 et 4 sont rouges. La face 5 est bleue. On suppose que le dé
est truqué et on a les probabilités des événements élémentaires suivantes :

P({1}) = 0,1; P({2}) = P({3}) = P({4}) = 0,2 ; P({5}) = P({6}) = 0,15

Quelle est la probabilité d’obtenir une face avec un numéro pair sachant que la
face est blanche ?

corrigé 14

Notons A = {face blanche } et B = { numéro pair }. On cherche la probabilité P(B|A).
On a: P(B) = P({2}) + P({4}) + P({6}) = 0,55 et P(A) = P({3}) + P({6}) = 0, 35.

0,15 3
0,35 7

De plus P(AN B) =P({6}) = 0,15 d’ou P(B|A) =

| probabilité conditionnelle |

Exercice

Deux familles ont respectivement 3 et 5 enfants. Il y a deux garcons dans chacune
1 5 des familles. Nous choisissons un enfant au hasard de la facon suivante : un dé est

lancé et 'enfant est sélectionné dans la premiere famille si le résultat est inférieur
ou égal a quatre et dans la deuxieme sinon. Une fois la famille déterminée, les
enfants de cette famille ont tous la méme chance d’étre sélectionné. Quelle est la
probabilité que 'enfant choisi soit un garcon ?

corrigé 15

~

Notons :

E = { l'enfant choisi est un gargon }
Fy = { 'enfant provient de la premiére famille }
F5 = { lenfant provient de la deuxiéme famille }
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Math ématique du signal aéatoire

| probabilité conditionnelle

Exercice

Il y a 4% d’absenteisme chez les employés travaillant de jour, 8% chez ceux qui
1 6 travaillent le soir et 22% chez ceux qui travaillent de nuit. Il y a 80% des employes

qui travaillent de jour, 10% qui travaillent de soir et 10% qui travaillent de nuit.
On choisit un employé, quelle est la probabilité qu’il travaille de jour sachant qu’il
était absent du travail.

corrigé 16

~

Notons :

E; = { employé travaille de jour }
E5 = { employé travaille de soir }
E5 = { employé travaille de nuit }
A = { employé est absent }

On cherche : P(E;|A). Or,

4 8 22
P(A|E)) = — P(A|Ey) = — P(A|E3) = —
(Al = o B(AIB) = = P(AIEy) = o
80 10 10
]P)E = — = — e
(Ev) 100 (E2) 100 (E3) 100
D’ou
P(A|E1) x P(£)
P(E{|A) = =0,51613
(B = BUATEY = B(BD) + B(ABy) x B(B) T P(A|Bs) X B(E3)

\_ /

| probabilité conditionnelle |

Exercice

Le quart d’une population a été vacciné contre une maladie contagieuse. Au cours

17 d’une épidémie, on constate qu’il y a parmi les malades un vacciné pour quatre
non-vaccinés. On sait de plus qu’au cours de cette épidémie, il y avait un malade

sur douze parmi les vaccinés.

Quelle était la probabilité de tomber malade pour un individu non-vacciné ?

Le vaccin est-il efficace 7

a80 http://www.cnam.fr/maths/Membres/ghorbanzadeh/



Math ématique du signal aéatoire

| probabilité conditionnelle

Exercice 1. Une famille a deux enfants dont une fille. Quelle est la probabilité que 'autre

1 8 soit un garcon ?
2. Une autre famille a deux enfants, le plus jeune est une fille. Quelle est la
probabilité que 1’ainé soit un garcon ?

|loi de probabilité discréte |

Exercice

Pour 0 €]0,1[, on définit la suite py, par :

19 C(l—H)max{k,k2—5k—|—6} si k=1,...,9
Pk =
0 st k=10

ou C' est une constante positive. Déterminer C' de sorte que pj soit une loi de
probabilités sur {1,...,10}.

/— corrigé 19 \

10
Pour que py, soit une loi de probabilités sur {1,...,10}, on doit avoir : Zpk =1
k=1

10 9
> pr=C(1—-0)> max{kk®—5k+6}+60=1
k=1 k=1

9
1
Dot 2 —
ol Zmax{k,k 5k+6} c
k=1
k 11234516 |7 |8 |9
k*> -5k +6 0[0[2]6]12]20|30]42
max {k,k* —bk+6} | 2|23 |4[6]12|20 30|42
1 1
Donc C =

2+2+3+4+6+12+20+30+42 121

\_ /
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Math ématique du signal aéatoire

|loi de probabilité discrete |

Exercice

Pour 0 €]0,1[, on définit la suite py, par :

20 CO min{k,8—k} sik=1,...,7

Pk =
1-6 si k=8

ou C' est une constante positive. Déterminer C' de sorte que pj soit une loi de
probabilités sur {1,...,8}.

Variable aléatoire discrete

Si une variable aléatoire X prend ses valeurs dans un ensemble discret (fini ou infini
dénombrable ) c’est une variable aléatoire discrete.

e Loi de Bernoulli

Soit X une variable aléatoire dichotomique définissant le modele de probabilité :
PX=1)=60et P(X=0)=1-6

Une telle variable aléatoire est dite variable de Bernoulli de parameétre 6, notée Ber(9).

[] On utilise la loi de Bernoulli lorsqu’une expérience aléatoire n’a que deux résultats
possibles : le succes avec une probabilité de 6, et I’échec avec une probabilité de
1 — 6. Les exemples d’utilisation de cette loi sont nombreux. En voici quelques-uns :
étude de la composition d’une population (masculin-féminin) ; controle de la qualité
de certaines marchandises (bonne ou défectueuse) ; le sexe d’un enfant a la naissance.

e Loi binbmiale

Considérons un ensemble de n variables aléatoires indépendantes, suivant une loi
n

de Bernoulli de parametre 6. Soit X = > Y; , la somme de ces n variables de

i=1
Bernoulli indépendantes. La loi de probabilité de la variable aléatoire X est appelée
loi binémiale, notée Bin(n,#). Elle est donnée par :

P(X =k)=CFo*(1 —0)"* Vke{0,1,...,n}

Exemple. On lance une piece de monnaie six fois. La probabilité d’obtenir exactement
trois piles est :

3
1)6—3 _ G

1
P(X:S):Cg’(§)3(1—§ = 56 = 0,3125

o100 http://www.cnam.fr/maths/Membres/ghorbanzadeh/



Math ématique du signal aéatoire

| loi de Bernoulli de paramétre 6

SCEEl  Soit X une variable aléatoire de loi de Bernoulli de paramétre 6.

2 1 Calculer E[X] et Var[X].

corrigé 21
Ona:E[X]= > kP(X=k)=0x(1-6)+1x0=06.
ke{0,1}
D’autre part, E[X?] = Y KP(X =k)=02x(1-0)+12x0=40.
ke{0,1}
Dot : Var[X] = E[X?] — (E[X])> =60 — 62 = (1 — 0)

| variable aléatoire discréte |

SUEEl  Soit X une variable aléatoire discrete & valeurs dans {1,2,...,n} de loi :

22 P(X=i)=Ci Vie{l,2,...,n}

ou (' est une constante.

1. Déterminer la valeur de la constante C.

2. Déterminer la fonction de répartition de la loi de X.
3. Déterminer la loi de Y =n — X.

4. Déterminer la loi de Z =n + X.

indication
M
M(M +1)
On utili : k= ———~
| 2 n utilisera ; 5

| variable aléatoire discréte |

SCEEl  Soit X une variable aléatoire discréte & valeurs dans {1,2,...,5} de loi :
23 PX=i)=K(7T—-1i) Vie{l,2,...,5}

ou K est une constante.

1. Déterminer la valeur de la constante K.
2. Calculer P(X2? —5X +6 = 0).

3. Calculer P(X? —5X +6 > 0).

http://www.cnam.fr/maths/Membres/ghorbanzadeh/ 0110



Math ématique du signal aéatoire

| calculs de Iois|

Exercice Soit X et Y deux variables aléatoires discretes, indépendantes a valeurs dans

2 4 {0,1} de lois respectives :

]P)(XZI):pl, P(XZO):I—pl, P(YZI):pg, ]I’D(Y:O):l_pQ

Onpose Uy =X +Y et Uy = XY.
1. Déterminer les lois de U; et de Us,.
2. Calculer E[U4], Var|[Ui], E[Us] et Var[Us].

| calculs de lois |

Exercice Soit X et Y deux variables aléatoires discretes indépendantes de lois respectives :
P(X =i)==
(X =)=
94

PY =j)=—= Vje{-1,0,1,2}

Vi€ {1,2,3}

Déterminer laloide Z =X +Y.

|loi uniforme diiscréte |

Exercice Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi uniforme
26 sur 'ensemble {1,...,11}.

1. Déterminer laloide: S=X+4+Y et D=X -Y.

2. Calculer E[S] et E[D].

3. Déterminer la loi de : T' = cos (75).

0120 http://www.cnam.fr/maths/Membres/ghorbanzadeh/



Math ématique du signal aéatoire

Loi de Poisson

La variable aléatoire X, représentant le nombre de réalisations d’un certain événement
par unité de temps, dont la loi est donnée par :

est dite de Poisson de parametre A, notée P(\). La loi de Poisson de parametre \
est un exemple de variable aléatoire discrete qui prend ses valeurs dans un ensemble
infini dénombrable.

[] Les applications possibles de la loi de Poisson sont nombreuses et variées, par
exemple : le nombre de voitures sur une auto route, le nombre de plantes d’un type
donné par unité de surface, le nombre d’appels téléphoniques & un central, le nombre
de défauts sur un écran de télévision, le nombre de personnes attendant a un guichet,
etc.

Exemple. Le nombre moyen de clients & un guichet par heure est égal & 15, calculons la
probabilité d’observer 20 arrivées dans une heure donnée, supposant que les arrivées
sont indépendantes les unes des autres. Ici, la valeur de A = 15 et on cherche la
probabilité P(X = 20), donc :

—15 1520
P(X = 20) = 6270' = 0,042

| loi de Poisson |

Exercice On dit qu’une variable aléatoire discrete Z suit une loi de Poisson de paramere
2 7 A > 0silaloi de Z est donnée par :

k

]P’(Z:k):e”\% VkeN.

1. Calculer E[Z] et Var[Z].

2. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi de
Poisson de paramere A. Déterminer la loi de S =X +Y.

indication

ok
. T

» On utilisera : E i e’
k=0

http://iwww.cnam.fr/maths/Membres/ghorbanzadeh/ 0130
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Loi Géométrique
On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi géométrique de parametre 6, notée
Géo(#), siP(X =k)=0(1—0)F! Vk € N*.

Exemple (Temps d’aftente). On lance une piece de monnaie (truquée) dont la
probabilité d’obtenir pile est #. On note X le nombre de lancers nécessaires pour
obtenir pile. Alors X suit une loi géométrique de parameétre 6.

loi géométrique

Exercice On dit qu'une variable alératoire discrete X suit une loi géométrique de paramere
28 0, (0 <6 <1),silaloide X est donnée par :

P(X =k =60(1-60)F1 VkeN*.

1. Calculer E[X] et Var[X].

2. Soit Y et Z deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi
géométrique de paramere . Déterminer la loide S=Y + Z.

indication

1

o0
> Pour|n|<1,0na:2nk:ﬁ

k=0

loi géométrique

SCEE  Soient X,Y et Z des variable aléatoires indépendantes suivant la méme loi
29 géométrique de paramere 6. On pose : S1 =X , S =X+Y et S35=X+Y + 7.
Déterminer la loi du vecteur (S, S2,S3).

0140 http://www.cnam.fr/maths/Membres/ghorbanzadeh/
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| loi de Poisson |

Gl Soit (X,Y) un couple de variable aléatoires. On suppose que :

X et Y — X sont indépendantes
X suit une loi de Poisson de parametre Aq
Y — X suit une loi de Poisson de parametre Ao

30

1. Déterminer la loi du couple (X,Y).
2. Déterminer la loi de Y.

simulation de la loi géométrique

Exercice Soit (Uy)n>1 une suite de variables aléatoire indépendantes suivant la méme loi de

3 1 Bernoulli de parametre . On définit la variable aléatoire X par :
X =min{n>1:0U,=1}

Déterminer la loi de X.

/— corrigé 31 \

On a:

=P(U, =1) ‘1:[1 P(U; =0)=6(1—6)*!

Donc X suit une loi géométrique de paramere 6.

\ /

n=10000; m=100;
theta=.45;
X=[I;

Bernoulli=(rand(n,m) <=theta);

for j=1m
X(j)=min(find(Bernoulli(:,j)==1));
end
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Variables aléatoires continues

Si une variable aléatoire X peut prendre toutes les valeurs réelles d’'un intervalle,
elle est dite continue. Une variable aléatoire continue X est définie par son domaine
(intervalle de variation) (a,b) qui peut ne pas étre borné et par la fonction fx appelée
la densité de probabilité de la variable aléatoire X. La probabilité que X appartienne
a lintervalle (z1,z2) est donnée par l'intégrale :

Py < X <ux9) = /12 fx(z)dx

e La fonction de densité fx satisfait les conditions suivantes :

1. Ve € Qx , fx(z)>0
2. /QX fx(x)de =1

e Fonction de répartition de la loi de X est définie par :
Fx(z)=P(X <z)= / Ix(t)dt

La Fonction de répartition de la loi de X satisfait les conditions suivantes :

Fx est une application de R dans [0, 1].
Fx est monotone, non décroissante.
Fx est continue a gauche.
lim Fx(z)=0et lim Fx(z)=1.
T——00 T—00
Pour tout a < b, P(X € [a,b]) = Fx(b) — Fx(a).

P(X = zy) = 0 si et seulement si Fx est continue en z.

SO AN ol o S
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Math ématique du signal aéatoire

Loi uniforme sur l'intervalle  [a, 8]

On dit qu'une variable aléatoire X définie sur 'intervalle [a, b] suit la loi uniforme,
notée U(Ja,b]), si la densité de sa loi est constante sur lintervalle [a,b]

fx(x) = ﬁ Lo p)(2).

La fonction de répartition de la loi U([a, b]) est définie par :

0 siz<a
z r—a .
FX(J:):IP’(XSQJ):/ fx(t)dt = T sia<xz<b
> 1 siz>b

[] En simulation, la loi uniforme est utilisée pour générer des nombres aléatoires
issus de n’importe quelle loi de probabilité a I’aide d’une transformation appropriée.

loi uniforme sur l'intervalle [a, b]

Exercice

Soit X une variable aléatoire suivant une loi U([a,b]). pour k € N, calculer E[X*].

ﬁ corrigé 32 \
On a:
oo 1 b
E[XF] = / ¥ fx(x)de = 2 / z* dx
—00 —a Jq

b
1 [karl] pr+l _ gkt
a

S b—a |k+1 (k+1)(b—a)

\ /

http://iwww.cnam.fr/maths/Membres/ghorbanzadeh/ 0170



Math ématique du signal aéatoire

| fonction Gammal|

Exercice o i o0 1 —t
Pour « > 0, on définit la fonction T'(«) par : I'(a) = / t* e " dt.

0
33 Montrer que : I'(aw + 1) = aI'(«). En déduire la valeur de I'(n) lorsque n € N*.

/— corrigé 33 \

o
Par définition on a : I'(a+1) = / t*e~tdt. En effectuant I’ intégration par parties
0

suivante :
u=t¢ du = at* 1 dt
dv = e tdt v=—et
On obtient : -
Fla+1) = [t go +a / t*le tdt = al'(a)
—_—— 0
0 I'(a)

[e.°]

On remarque que I'(1) :/ eldt=1.0na:T2) =T1+1) = 1T(1) = 1 et
0
I'(3) =T(2+1) = 2T(1) = 2 x 1. Donc Pour n € N*,

'n)=Tn—1+1)=mn-1)I'n—-1)=Mn-1)(n—-2)I'(n—2)=(n—1)!

Démontrons la propriété pour n 4+ 1. Or, d’apres la premiere partie,

'n+1)=nl(n)=nl'(n—1)=n(n-1)!=n!

\_ /

| densité de probabilités |

Exercice

Pour 6 € [0,1] , on considere la fonction suivante :

34 0 e>te si x<-—2

fl)y=<¢ 0 si —2<o< -1

1—0)e 1™ si z>-1

1. Démontrer que f est une densité de probabilité.

2. Soit X une variable aléatoire dont la loi admet la densité f. Calculer E[X] et
Var[X].
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Loi Exponentielle da paramétre x>0

On dit qu’une variable aléatoire X définie sur I'intervalle ]0, co[ suit la loi Exponentielle
da parametre A > 0, notée Exp(\), si la densité de sa loi est définie par :

fx(x)=A e ]1}0700[(3;‘).
La fonction de répartition de la loi Exp(\) est définie par :

* 0 si x <0
— < — — -
e =rx <o = [ pwa={{_ . 330

[] La Loi Exponentielle est souvent utilisée pour modéliser la durée de vie ou la
fiabilité d’un systeme.

|Ioi Exponentielle da parameétre A

Exercice

Soit X une variable aléatoire suivant une loi Exp(\). pour k € N, calculer E[X*].

35

—— corrigé 35
[ee) o0
On a: E[X¥] = / ¥ fx(x)de = X / 2k e M g

—00 0

En effectuant le changement de variable : v = Az (dz = dT“), on obtient :

-

\

| calculs des moments |

Exercice Soit X une variable aléatoire réelle dont la loi admet la densité :

36 fx(z) =Ce ol A>0

ol (' est une constante.

1. Déterminer la valeur de la constante C.

2. Déterminer F'x la fonction de répartition de la loi de X.
3. Pour k € N*, calculer E[X*]. En déduire Var[X].

4. Pour a € R, calculer P(X > a).
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| fonction indicatrice |

SSEE  Soit X une variable aléatoire réelle suivant la loi uniforme sur l'intervalle [—6, 6]
1
3 7 (0 > 0), de densité : fx(x) = % Ij_p9)(x). On définit les variables aléatoires

UetV par : U= ]1[,9/279/2} (X) et V= X]l[,gm (X)
Déterminer E[U], Var[U] et E[V], Var[V].

indication

» On rappelle que :

| Optimisation |

SSERl  Soit X une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur Pintervalle [0, 4]. On définit
38 la variable aléatoire Y par: Y = X2 —4X +3 .

1. Déterminer fy la densité de la loi de Y.
2. Montrer qu'on a: P(Y <0) = P(Y > 0).

3. Pour 6 € R, on définit la variable aléatoire

0 siYy <0
Zpar: 2= Y  sinon
3.1. Déterminer M(0#) = E[Z] et
V(0) = Var|Z].

3.2. Déterminer la valeur de ¢ qui réalise le
minimum de V(6). (on la notera 6).

3.3. Calculer M(0). Que constate-on ?

indication

» On utilisera : E[h(X)] = /OO h(z) fx(x)dx
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médiane

Exercice Soit X une variable aléatoire réelle dont la loi admet la densité :

39 fX(x):g(l—g)Il[o,a](:r) 0> 0

a

1. Déterminer Fx la fonction de répartition de la loi de X.
2. Calculer P(g <X <a).

3. Pour k € N*, calculer E[X*
4. Trouver 6 tel que Fx(0) =

. En déduire Var[X].
. (0 s’appelle la médiane de la loi de X).

N —

| calculs de Iois|

SCCE  Soit X une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur [0, 1].
40 1. Déterminer la loi de U =sup{ X,1 - X }.
2. Déterminer la loi de V =inf{ X,1 - X }.

corrigé 40

1
On remarque que U est a valeurs dans [5, 1] et V est a valeurs dans [0, 5]
Pour toute fonction A continuer a support compact on a :

1

[e%s) 5 1
E[h(U)] :/_ h(sup {z,1 — 2}) fX(x)dx:/O h(l—a:)dx—i—/_ h(z) da
—_
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Dans |I|en faisant le changement de variable : u =1 — x (dz = —du) , on obtient :

- / ? h(w) (~du) =

h(u) du

w\»—\
N

Dans en faisant le changement de variable : u = z (dx = du) , on obtient :

1
:/1 h(u) du
2
1

1 00
on en déduit : E[h(U)] = / h(u) du +/ h(u) du = / h(u) 211 5 (u) du
1 1 . ,

1 1 27
2 2 -

fu(u)

1
On en déduit que U suit une loi uniforme sur [5, 1]. De méme pour V on a :

1

E[h(V)] :/_OO h(inf {z,1 — 2}) fx(2) d:c:/02
R —

Dans |I|en faisant le changement de variable : v = x (dz = dv) , on obtient :

:/O%h(v)dv

Dans en faisant le changement de variable : v =1 — x (dz = —dv) , on obtient :

= [) h(v) (—dv) = /0é h(v) dv

h(:z:)da:—l—[l h(1 —x)dx

1 1 0o
on en déduit : E[h(V)] = /2 h(v) dv + /2 h(v)dv = / h(u) 21y, ;}(’U) dv
0 0 —o0 NG
fv(v)

1
On en déduit que V suit une loi uniforme sur [0, 5]

| calculs de Iois|

SCCE  Soit X une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur [0, 1].

41 On pose Y = X(1 — X).

1. Déterminer la loi de Y.
2. Calculer E[Y] et Var[Y].
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indication

» On utilisera : E[h(X)] = /OO h(z) fx(x)dx

| calculs de Iois|

SCCEAN Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes.
42 Déterminer la loi de la somme S =X 4+ Y si
1. X et Y suivent la méme loi uniforme sur [—1,0].
2. X suit la loi uniforme sur [0, 1] et Y suit la loi uniforme sur [—3,2].

| calculs de lois |

SCEE  Soit U une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur I'intervalle [0,1]. On définit

1-— 1

la variable aléatoire X par: X =

U 1
[ 1 — <
T si 5 <U<1
1. Déterminer fx la densité de la loi de X.

2. Déterminer Fx la fonction de répartition de la loi de X.
1
3. Déterminer xg vérifiant : Fx(z¢) = 5 (o s’appelle la médiane de la loi de X).

4. Calculer la probabilité suivante : P (X < 2z|X > x0).

polyndme de second degré

Exercice

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi uniforme

44 sur [0,1].
1. Déterminer la loi de Z = X2 —Y.

2. On considere le polynéme Q(t) = t? —2Xt + Y . Calculer la probabilité que les
racines de @ soient complexes.
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| calculs de Iois|

SCEEM  Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi uniforme

4 5 sur l'intervalle [0, 1].
X

1. Déterminer la loi de U = X v
2. Calculer E[U] et Var[U].

indication

» On utilisera : E[h(X,Y)] = / / hMzx,y) fxy(z,y)dedy

| calculs de lois |

SCCEL  Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives :

46 [x(@) =e "o o(z) , friy) = %?ﬁ e Yo oo (Y)

X
Onpose: S=X+Y et U:?.

1. Déterminer la loi du couple (S,U).
2. Déterminer la loi marginale de U .

3. S et U sont-elles indépendantes ?

indication

(o] o0
> On utilisera : E[h(X,Y)] = / / T Y
—00 —
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Loi Normale da parametres (u,0?)

On dit qu’une variable aléatoire X définie sur R suit la loi Normale da parametres
(1, 0%), notée N(u1, %), si la densité de sa loi est définie par :

fx(@) = . exp <—M)

oV 2w 202

[] Lutilisation de la loi Normale est trés vaste. Par exemple :

e en physique, de la vitesse d’une molécule de gaz (moi de Maxwell), des erreurs de
mesures dans les expériences ;

e en industrie, des charges de ruptures lors d’essais de traction, de durée de vie de
cathodes de cellules d’éctrolyse pour le production d’aluminium, de durée de vie de
pieces automobiles soumises a 'usure mécanique ;

e cn géographie, de débits de rivieres coulant dans un bassin d’aire importante ;

e dans des modeles économétriques.

| simulation de la loi normale |

S  Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de lois respectives :

Y 1
47 fx(x) =e "M (z) et fy(y) = 2 Lo.2n] (y)-
On pose U =+vXcosY et V =+XsinY .

Montrer que U et V sont indépendantes et suivent la méme loi.

indication

» On utilisera : E[h(X,Y)] = / / hMz,y) fxy(z,y)dedy

n=10000;
=—log(rand(n,1));
Y=2%pi*rand(n,1);
u=[l; v=II
U=sqrt(X). *kcos(Y);
V=sqrt(X). xsin(Y);
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loi Normale

SCCEl  Soit X une variable aléatoire suivant une loi A/(0,1).
1. Déterminer la loi de Y = | X|.

48 2. Pour 0 € R, déterminer la loi de Z = | X| + 0.
3. Pour 6 € R, déterminer la loi de U = 6 — | X]|.

loi Normale

SCCE  Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi (0, 1).
1. Déterminer laloide U = X — Y.

49 2. Déterminer laloide V =X +Y.

loi Normale

SCCE  Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi N(0,1).

X
Onpose: U=X24Y2 et V=-o->— .
50 P ,/X2_|_Y2

1. Déterminer la loi du couple (U, V).

2. U et V sont-elles indépendantes 7
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coefficient de corrélation

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires. On définit le coefficient de corrélation
linéaire entre X et Y par :

Cov(X,Y) E[XY] — E[X]E[Y]

r= \/V(ZT‘[X] Var|Y] B \/V(IT‘[X] VarlY]

| coefficient de corrélation |

SCCE  Soit X une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur [—m, 7).

On pose : U = acos(X +61) et V = asin(X + 62) o a > 0, 01 et 63 sont des
réels fixés.

1. Calculer E[U] et Var[U].

2. Calculer p le coefficient de corrélation linéaire entre U et V.

ol

| coefficient de corrélation |

SCCE  Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires dont la loi admet la densité :

52 fX,Y(%?/) =C ]1{a<:c<y<b} (-T,y)

ou a < b et C est une constante.

1. Exprimer C' en fonction de a et b.

2. Calculer p le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y.

| coefficient de corrélation

SSEE  Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi N(0, 1).
53 Onpose: U=X-YetV=X+Y.

Calculer p le coefficient de corrélation linéaire entre U et V.
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| coefficient de corrélation |

Exercice

Soient X et U deux variables aléatoires réelles indépendantes de lois respectives :

o4 frto) =

1

1
B Iy qy(z) , fulu) = 29 T_pg(u) (0<8<1)
X si X <46
On définit la variable aléatoire Y par : Y =
X4+U s X>40

Déterminer p le coefficient de corrélation entre X et Y.

| coefficient de corrélation

SCCE  Soit Xi,...,X, des variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi
n n

55 Exponentielle de parametre \. On pose : Sp=>.X; , U, = > (X; — X;_1)
i=1 i=2

1. Déterminer Var[U,].
2. Déterminer le coefficient de corrélation entre S,, et U,.

3. S, et U, sont-ils indépendants ?

| coefficient de corrélation

SUEE  Soit U une variable aléatoire telle que p = E[U] < oo et 02 = Var[U] < oo.

56 Pour 6 # 0, on considére les variables aléatoires X et Y ; et on suppose que X et
Y — 60X sont indépendantes et suivent la méme loi que U.
1. Déterminer E[Y]. On suppose p # 0, pour quelle(s) valeur(s) de 6 la loi de Y est
centrée 7
2. Déterminer Cov(X,Y).
3. Déterminer Var[Y]. Pour quelle(s) valeur(s) de 6 la loi de Y est réduite ?
4. Déterminer p le coefficient de corrélation entre X et Y.

5. On pose : 6 = tan(«). Exprimer p en fonction de a.
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Lois conditionnelles

Soit (X,Y) un couple de variable aléatoires. On définit la loi conditionnelle de X
sachant {Y = y} par :
P(X =2z,Y =y)

e cas discret P(X =zl]Y =y) = P(Y =vy)

fxy(z,y)
Iy (v)

ecascontinu  fx(zly) =

| lois conditionnelles |

Exercice On suppose que le nombre de passages de véhicules en un point de 'autoroute A6

5 7 pendant un intervalle de temps I suit une loi de Poisson de parametre A; dans le
sens Paris-Province et une loi de Poisson de parametre Ao dans le sens Province-
Paris.
1. Déterminer la loi du nombre total de passages (quelle que soit la direction prise
par les véhicules) en ce point de 'autoroute A6 pendant un intervalle de temps I .
2. Déterminer la probabilité p que, sur un nombre total égal a N, il y ait M dans
le sens Province-Paris.

| lois conditionnelles |

Exercice Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi
58 géométrique de parametre 0, ie. Vk e N*, P(X =k)=60(1—0)*1

1. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant { X +Y =m}.

2. Déterminer E[X | X +Y =m] et Var[X | X +Y =m].

| lois conditionnelles |

SCEEl  Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires dont la loi admet la densité :

59 fxy(z,y)=C ]1{0<x<y<9} (z,y)

ou 8 > 0 et C est une constante.

1. Exprimer C' en fonction de 6.
2. Déterminer la loi conditionnelle de X sachnat {Y = y}.

3. Déterminer la loi conditionnelle de Y sachnat {X = z}.

http://iwww.cnam.fr/maths/Membres/ghorbanzadeh/ 0290



Math ématique du signal aéatoire

| lois conditionnelles |

Exercice

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires dont la loi admet la densité :

60 fX,Y(‘T7y) =Cuze™ ]1{0<$<y<oo}(xay)

ou C est une constante.
1. Calculer C.
2. Déterminer la loi conditionnelle de X sachnat {Y = y}.

3. Déterminer la loi conditionnelle de Y sachnat {X = z}.

| lois conditionnelles |

Exercice

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires dont la loi admet la densité :

6 1 fxy(@,y) = C Lp<p2py2<1y (7, )

ou C' est une constante.
1. Calculer C.
2. Déterminer la loi conditionnelle de X sachnat {Y = y}.

3. Déterminer la loi conditionnelle de Y sachnat {X = z}.

| lois conditionnelles |

SCEE  Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires. On suppose que :

62 e la loi de ¥ admet la densité : fy(y) = ye ¥ T (1)
e conditionnellement a {Y = y}, X suit une une loi uniforme sur l'intervalle

0—y,0+y] (0 €R).
1. Déterminer fx la densité de probabilité de la loi de X.
2. Déterminer E[X] et Var[X].
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Fonction caractéristique

Soit X une variable aléatoire. On définit la fonction caratéristique de la loi de X par :

discret  px(t) = E[e"¥] = / Fx(z) €t da

continu  ox(t) =E[e"¥] = ) P(X = k)™
k

Exercice

63

Exercice

64

indication

| fonction caractéristiue |

Soit X une variable aléatoire réelle dont la loi admet la densité
1
flx) = 3 (1 +cosx) I_r ()

Déterminer ¢x la fonction caractéristique de la loi de X.

| fonction caractéristique |

Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires. On suppose que :
e X suit la loi uniforme #(]0, 1]).

e Conditionnellement & {X =z}, Y suit la loi :

]P’(Y:—2|X:x):g,]P’(Y:0|X:3:):1—3:, ]P’(Y:2|X:3:):§

1. Calculer E[Y] et Var[Y].

2. Déterminer ¢y la fonction caractéristique de la loi de Y.

» On uti

lisera : E[h(Y)] = Ex [E[R(Y)|X]]
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Exercice

65

Exercice

66

|statistiques d’ordre |

Soit ( X,Y ) un couple de variables aléatoires réelles dont la loi admet la densité :
fX,Y(:Ca y) = 92 e—é'y ]1{ 0<z<y} (9 > 0) .

1. Pour k € Net s € N, calculer E[X*Y?].

2. Calculer p le coefficient de corrélation entre X et Y.

3.0npose: U=X+Yet V=Y-X.

3.1. Déterminer la loi du couple (U, V).

3.2. U et V sont-elles indépendantes ?

3.3. Déterminer Fy la fonction de répartition de la loi de V.

4. Soit Vi,...,V, des variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi que
V.On pose: Z, =inf{Vj,...,V,} et T, =sup{V1,...,V,, }.

4.1. Déterminer les lois marginales de Z,, et de T,,.

4.2. Calculer E[Z,] et Var[Z,)].

| durée de vie |

Un systeme électronique, ayant une entrée E et une sortie S est constitué de trois
composantes C, Cs et ('3 montés en parallele selon le schéma suivant :

Ch

| [<

Co

B

[

Le systeme cesse de fonctionner quand il n’y a plus de chemin entre E et S. Soit
T, Ty et T3 les durées de vie respectives des composants C7, Cy et (5. On suppose
que ce sont des variables aléatoires réelles indépendantes de lois :

filws) =X e V5 Mg oo(z;) 5 =1,2,3 (N >0)

Déterminer la loi de la durée de vie du systeme.
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| vecteurs gaussiens |

Exercice

Soit X = *(Xj1,Xs) un vecteur Gaussien N5(0,I3) o I désigne la matrice

6 7 identité de dimension 2.
Pour 6 € R, 'on définit le vecteur Y = (Y7,Y>) par :

Y1 = cosf X7 + sinf X
Y5 = —sinf X7 4 cosf X5

Déterminer la loi de Y. Y7 et Y5 sont-elles indépendantes ?

| vecteurs gaussiens |

Exercice Soit X = *(Xy,X5,X3) un vecteur Gaussien N3(0,I3) ot Iz désigne la
68 matrice identité de dimension 3. On définit le vecteur Y = !(Y7,Ys,Y3) par :
Yi=X
Yo=Xo - X,
Y3 = X3 —Xo

1. Déterminer la loi de Y. Y7, Y5 et Y3 sont-elles indépendantes ?
2. Déterminer la loi de Y3, sachant {(Y1,Y2) = (y1,¥2) }.

| vecteurs gaussiens |

Exercice Soit X = #(X71, Xo, X3, X4) un vecteur Gaussien Ny(Mx, Vx) ot Mx = 0 et

69

Vx = (9>3)

— =D
NN D -
W N =
D> W N =

On définit le vecteur Y = (Y7, Ya) par : { 2 ; g()lﬁ_—XQQXt Q_X; Xst X,

1. Déterminer la loi de Y .

2. Déterminer 0y de sorte que Y7 et Y5 soient indépendantes.

3. On suppose # = 5. Déterminer la loi conditionnelle de Y7 sachant {Y; =2 } et

puis calculer E[Y] | Ya] et Var[Y] | Y3].

http://iwww.cnam.fr/maths/Membres/ghorbanzadeh/ 0330



Math ématique du signal aéatoire

| vecteurs gaussiens |

Exercice Soit X = (X1, Xo, X3) un vecteur Gaussien N3(Mx,Vx) out Mx = 0 et

70 -

Y1 =X+ X3
On définit le vecteur Y = (Y1, Ys, Y3) par : Yy = aXy + 2Xs + 3X3
Ys=-X1 —Xo+ X3
1. Déterminer la loi de Y .

2. Pour quelles valeurs de « et (3, (Y1 et Ys) et (Yo et Y3) sont-elles
indépendantes ?
3. Déterminer la loi du couple (Y7, Y3).

En déduire la loi conditionnelle de Y7 sachant {Y3 = y3} et puis calculer E[Y] | Y3]
et Var[Y: | Ys].

| vecteurs gaussiens |

Exercice Soit X = (X1, X2, X3) un vecteur Gaussien N3(Mx,Vx) ot Mx = ¥(1,-3,1)

[y - s

Vx = 3 4 1
-1 1 3

On définit le vecteur Y = (Y7,Y5,Y3) par :

Y, = X| — Xy — 4X5
Yo =3X; — X9 +5X;3
Y3 =2X; — Xo + X3

1. Déterminer la loi de Y.
2. Y1, Yy et Y3 sont-elles indépendantes 7
3. Calculer E[XlXQ], E[X1X3] et ]E[XQX?)]
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| vecteurs gaussiens |

Exercice Soit X = (X1, X2, X3) un vecteur gaussien NV3(Mx , Vx) avec Mx = 0 et

/2 )

2
Vx = -2 9 2
2 2 5

On définit le vecteur Y = {(Yq, Ys, Y3) par Y = A X avec

a a 2«
A=|8 8 B8 (@>0,8>0,v>0)
v = 0

1. Montrer que Y7, Y5 et Y3 sont indépendantes.

1 1 1
— . f=—

, et v = —.
VoUW
2.1. Calculer le produit A*A. (*A désigne la transposée de A).

2.1. On pose : Q(X) =! X Vx X. Calculer E[Q(X)] et Var[Q(X)].

2. Dans la suite on pose : a =

On rappelle que si U suit une loi N(0,0?) alors :

(202)F 1
NG P(k+3)

Vk e N E[U?] =

avec Va >0 TI'(1+a)=al(a).

| vecteurs gaussiens |

Exercice Soit X = {( X1, X, X3, X4) un vecteur Gaussien AVy(Mx, Vx) ot Mx = 0 et

73 4 =2

0 0
2 5 0 0
Vx=1 0 0o 3 _1
0 0 -1 5

Y1 =5X1 + Xo+ X3+ aXy
On définit le vecteur Y = (Y7, Y, Y3) par: { Yo = X1 — Xo + X4
Y3=-X; - X2+ X3
1. Déterminer la loi de Y .
2. Pour quelles valeurs de a et 3, Y7, Yo, Y3 sont-elles indépendantes ?
Sous cette condition, calculer E[Y{ Y7 Y.
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| Théoréme Central-Limite

Exercice Soit ( Xy, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi :

671

(x4 1)

/4

Ve=-1,0,1,... P(X;=2)=

Onpose: S,=X1+...+ X,.
1. Déterminer la loi de S,,.

1
2. En utilisant le Théoréme Limite Centrale montrer que lim P(S, <0) = 5
n—oo

convergence en probabilité

Exercice

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi
75 Bernoulli de parametre p (0 < p < 1). On pose Y, = X, + X;41.
1. Déterminer la loi de Y,,. En déduire E[Y,,] et Var[Y,].

: 1 ¢
2. Soit T, =~ X;Y
1=
2.1. Calculer E[T},] et Var[T,].
2.2. Montrer que T, converge en probabilité vers la variable presque strement égale
a 2p.

| Etude asymptotique |

SO Soit (X, )n>1 et Yy )n>1 deux suites de variables aléatoires indépendantes (pour

76 tout i, X; et Y; indépendantes entre elles) de lois respectives :
Vi, P(X;,=-1)=p, P(X;=1)=1-p (0<p<]l)

Vi,VkeN, P(Y,=k)=(1-0)6" (0<0<1).

On pose S, = ZXZYZ
i=1
1. Calculer E[S,,] et Var[S,].
2. On suppose p = % Montrer que pour tout réel n > 0, les limites :

lim P(|S,|<nn) et lim P(|S,|<nvn)

n—oo

existent et trouver leurs valeurs.
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| convergence en loi |

Exercice

Soit (X;)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi :

77 P(Xn::ti):%.Onpose: Sn:iXk.
k=1

2n

1. Déterminer ¢x, la fonction caractéristique de Xj.
2. Montrer que .S, converge en loi vers une variable aléatoire que 1’on précisera.

| Théoréme Central-Limite

Exercice Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi

n
78 de Poisson de parametre 1. On pose : S, = > X,.
i=1

1. Déterminer la loi de S,,.

nok
n 1
2. En utilisant le Théoréme Central-Limite montrer que lim e " Z — =
n—o0 k! 2
k=1
| Etude asymptotique |
Exercice Soit Xi,...,X, des variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi de

1 1
densité : =———V R.
79 ensité : f(x) p x €
On pose : M,, = sup{Xy, Xo,..., X, }.

1. Déterminer la loi de M,,.

2. Pour 1 > 0 donné, calculer lim P( M, > nn).

n—oo

1
On rappelle que , V6 > 0, Arctgd + Arctgé = g
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Exercice

80

| Etude asymptotique |

Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles dont la loi admet la densité :
Lo, o Lo 2
fxy(z,y) = — (@ +y)exp ( —5 (27 +y7) Ve>0,y>0.

1.Onpose: U=+VX2+Y2.

1.1. X et Y sont-elles indépendantes ?
1.2. Déterminer la loi du couple (X, U).
1.3. Déterminer la densité de la loi conditionnelle de X sachant {U = u}.

On la notera‘ ful®) = fx(x | u) ‘

1.4. Calculer p, = E[X |U =u] et 02 =VarX |U =u.
2. Soit X1,..., X, une suite de variables aléatoires réelles indépendantes suivant

la méme loi de densité f,(x).

On pose : X, (X14+...+X,).

)
2.1. Etudier la convergence en moyenne quadratique de X, .
— 2u
2.2. Montrer que v/n (X, — —) converge en loi vers une variable aléatoire dont on
T

déterminera la loi.

On rappelle que :

= Arcsin) + C*

| 7=

/ V1= A2 d) = (Arcsin)\—i—)\\/l — )\2) 4 Cte

1
2
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| signal analogique

On considere le signal analogique X défini par : X (¢,w) =t Ui (w) + (1 — t) Uz(w)

ou U; et Uy sont des variables aléatoires indépendantes, centrées et réduites.
Calculer La moyenne, la fonction covariance, la variance et la fonction
autocorrélation de X.

| signal analogique

On considere le signal analogique X défini par : X (t,w) = sin(tU(w) ), ou U est
une variable aléatoire de loi uniforme sur [—m,7|. Calculer La moyenne, la fonction
covariance, la variance et la fonction autocorrélation de X.

sighal numérique

On consideére le signal numéique X défini par : X (n,w) = V(w)sin(na + U(w)),
ou a est une constante connue, U et V sont des variables aléatoires indépendantes

suivant la méme loi uniforme sur [—m,7]. Calculer La moyenne, la fonction
covariance, la variance et la fonction autocorrélation de X.

signal numérique

On consideére le signal numéique X défini par : X (n,w) = acos(bn + U(w) ), ou
a et b sont des constantes connues et U est une variable aléatoire de loi uniforme
sur [—m,7]. Calculer La moyenne, la fonction covariance, la variance et la fonction
autocorrélation de X.

signal numérique

On considere le signal numéique X défini par : X(n,w) = U(w)sin(an + b),
ou a et b sont des constantes connues et U est une variable aléatoire de loi
N(0, 02). Calculer La moyenne, la fonction covariance, la variance et la fonction
autocorrélation de X.

signal numérique

On consideére le signal numéique X défini par : X (n,w) = acos(U(w)n + b ol a
et b sont des constantes connues et U est une variable aléatoire de loi uniforme
sur [—6,0] (6 > 0). Calculer La moyenne, la fonction covariance, la variance et la
fonction autocorrélation de X.
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|signol stationnaire au second ordre

Exercice

Soit (Y, Z) un couple de variables aléatoires indépendantes. On suppose que : Y
87 suit la loi uniforme U([0, 27]) et que la loi de Z admet la densité fz.

On définit le signal analogique X par :

X(t,w) = cos (Y (w)) e*™2) 4gin (Y (w)) e 2mt2«)

1. Démontrer que X est stationnaire au second ordre.
2. Calculer Px la puissance de X.

3. Déterminer Sx la densité spectrale de puissance de X.

|signal stationnaire au second ordre |

SCEE  Soient U et V deux variables aléatoires réelles indépendantes. On suppose que U suit
8 8 une loi uniforme sur l'intervalle [—7, 7|, V suit une loi exponentielle de parametre
1 et on définit le signal analogique X par :

X (t,w) = cos (U(w)) exp (—2intV(w))

1. Démontrer que X est stationnaire au second ordre.
2. Déterminer Px la puissance de X.

3. Déterminer Sx la densit spectrale de puissance de X.

|signol stationnaire au second ordre|

Exercice 1. Soit Y et Z deux variables aléatoires vérifiant :

89 e laloi de Z admet la densité : fz(z) = e * g [(2)
e la loi conditionnelle de Y sachant {Z = z} a pour densité :

rwlz=="0-2hy ).

z
Calculer E[Y | Z] et E[Y? | Z].
2. On considere le signal analogique X défini par :

X(t, w) = V3Y () exp( —2imtZ(w))

2.1. Démontrer que X est stationnaire au second ordre.
2.2. Calculer Px la puissance de X .
2.3. Déterminer Sx la densité spectrale de puissance de X .
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|signol stationnaire au second ordre|

Exercice On considere X le processus a temps discret, défini par :

90

N
X(n, w) = \/% ; Y(n—k, w)sin(2rZy(w)) VYneZ

oun N >1, Zy,...,Zy sont des variables aléatoires indépendantes suivant la
méme loi uniforme sur Uintervalle |0, 1[ et Y est un processus a temps discret,
stationnaire au second ordre indépendant de Zy, ..., Zn.

Dans la suite on netra : Ry, Py et Sy la fonction autocorrélation, la puissance
et le spectre de puissance de Y .

1. Démontrer que X est stationnaire au second ordre.
2. Calculer Px la puissance de X .
3. Déterminer Sx le spectre de puissance de X .

|signol stationnaire au second ordre|

SSERl  Soit (U, V) un couple de variables aléatoires. On suppose que :

9 1 e U suit une loi normale N(0,0?)

e conditionnellement & {U = u} , la loi de V' admet la densité :

2 1
fr(vu) = — A+ (w2’

1. Déterminer E[V|U] et E[V?|U].
2. On définit le signal analogique X (¢,w) par :
X(t,w)=(Uw) +V(w) e ™

2.1. Démontrer que X est stationnaire au second ordre.
2.2. Calculer Px la puissance de X.

2.3. Déterminer Sx le spectre de puissance de X.

On rappelle que : /OOL—/OOtQi—z
A N I LR AN I
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|signol stationnaire au second ordre|

Exercice

Soit (Y, Z) un couple de variables aléatoires. On suppose que :

1
92 e la loi de Z admet la densité : fz(z) = 6 2% e Mg oo(2)

e conditionnellement & {Z = z} , la loi de Y admet la densité :

3
fy(ylz) = v (2% = y*) I 4 (v)

1. Déterminer E[Y|Z] et E[Y?|Z].
2. On définit le signal analogique X (¢,w) par :

X(t, w) _ Y(UJ) €(—22'7rt—|—1) Z(w)

2.1. Démontrer que X est stationnaire au second ordre.
2.2. Calculer Px la puissance de X.

2.3. Déterminer Sy le spectre de puissance de X.

|fiITre numérique|

Exercice On considere un filtre numérique d’entrée X et la sortie Y :
93 Y(n,w) = > h(n — k) X(k,w), ou X est centré, stationnaire au seond ordre
keZ

de fonction d’autocorrélation Rx , de spectre de puissance Sx et la réponse
impulsionnelle h est définie par :

0 si ne{1,2}
h(n) = (0 eR)
1—460 sin=0

1. Déterminer le spectre de puissance de Y. En déduire Ry.

2. Déterminer la fonction d’intercorrélation entrée/sortie : Rxy .
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corrigé 93

1) Ona: Sy(v) = |H(v)|? Sx(v) avec

H(v) = i h(k) e 2km — S (k) e~ 2ikmv

k=—o0 ke{0,1,2}
=(1—-40)+6 (6*2””’ + 6*4"7”’)
d’ont
Sy(v) = [1— 80 + 186% + 20(1 — 36) cos(2mv) + 20(1 — 46) cos(4mv)]| Sx(v)

Pour n € Z on a :

1/2

1 | |
Ry(n) — / S = (1 =8+ 159 / T Sxw)

Rx(n)
1/2 4
+26(1 — 360) / cos(27v) 2™ Sx (v) dv
~1/2
1/2

+26(1 — 40) / cos(4mv) ¥ Sx (v) dv
~1/2

1/2 . 1
/ cos(2mv) 2™ Sx (v) dv = 3 (Rx(n—1)4+ Rx(n+1))
1/2

/1/2 cos(4mv) 2™ Sx (v) dv = % (Rx(n —2) + Rx(n+2))
d’oit
Ry(n) = (1-80+180%)Rx(n) +0(1—-30) (Rx(n—1)+ Rx(n+1))
+0(1 — 40) (Rx(n —2) + Rx(n +2))
2) On a :

Rxy(n) =hxRx(n)= Y h(n—k)Rx(k)= >  h(n—k)Rx(k)
keZ n—ke{0,1,2}

— h(0) Rx(n) + h(1) Rx(n — 1) + h(2) Rx (n — 2)

=(1—-40)Rx(n)+6 (Rx(n—1)+ Rx(n —2))

\
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[Annexe A

Intégrales doubles

Calculer les intégrales doubles suivantes :

L = // (z + y*)dz dy
{0<a<1, —1<y<1}

n-[f (y — ) dr dy
{—2<z<y<1}

n-[f (y — 2)de dy
{O0<z<y<2}

Iy = // e Ydrdy
{0<z<y<oco }

Is = // xdx dy
{0<z<1, —2<z+y<1}

]6:// ze Wdxdy
{0<z<y<oco }

]7:// ye 3 dxdy
{0<z<y<oo}

Ig = // e~ (27H3Y) g dy
{0<z<y<oo}

IQZ// (y—xz)%e Ydxdy (a>0)
{0<z<y<oo}

110:// (x+y)dzdy
{0<z<1,z+y<3,y>1}
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o [e.e]
I = / / |y —a| e ) dy dy
o Jo

Iy = // zy dx dy
{0<z<1,-1<y<2,0<z+y<2}
x
113 = // ——dzr dy
oo L+ 2%y
" wd
Iy = // x dy
{0<z<y<oo } 1+ (y - x)Q
e_‘x‘
Rl e dz dy
Iig = >0
16 /0 /0 1+ 22 + y2)ot! (a>0)
_[17 = // €7x2+2xy dx dy
RXR
Iig = // ze T g dy
RXR
Ly = // zye T FYY dg dy
R

XR
I = // (x +v) e~ 20—V (3 dy
RXR
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Annexe B|

Suites numeériques réelles

1. Soit (upn)n>0 une suite réelle vérifiant la relation :
a Up = ﬂ Unp—1 (El)

avec la condition initiale uqg.
On chercher une solution de F4 sous la forme u, = R™ avec R # 0. L’équation F; devient
donc R"'(a R— ) = 0, ce qui donne R = . Donc la solution générale de E; est
Q
p

n
donnée par : u, = A <—> . La constante A est déterminée par la condition initiale wug,

(&%
o (2)
Up = UQ —
(07

2. Soit (up)n>0 une suite réelle vérifiant la relation :

soit A = ug. Donc

atuy,=pFu,—1 + v (Ea)

avec la condition initiale uqg.
Posons u,, = v, + A . L’équation E5 devient donc

a vy t+aX= L v,1+ BA+7y

avn:ﬂvnfl"i_/\(ﬂ_a)"’_’y (Eé)

%
a—p

s . / . .
Donc, I’équation E, devient o vy, = 3 v,—1 ce qui de la forme Ej. on a donc

= ()
Upn = Vo a

Y
avec vg = ug — A = ug — —— . Donc

a—f

On choisit A de sorte que A(8 —a) + v =0, soit |\ =
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3. Soit (up)n>0 une suite réelle vérifiant la relation :
aUp = ﬂunfl + Y Un—2 (E3)

avec les conditions initiales ug et uy .
On chercher une solution de Fj3 sous la forme u, = R"™ avec R # 0. L’équation F5 devient
donc R"? (aR®>— 3 R —~) =0, soit

aR?—BR—y=0 (B

Notons A = /52 + 4oy .

1. Si A >0, alors Eé admet deux racines distinctes :

R, = BT VB +day _ BV A+
1= 2 = .
2a 2a

Donc, la solution générale de E3 est donnée par :
u, = A R} + B R} . Les constantes A et B sont déterminées par les conditions
initiales ug et uq , soit

et

(6% (UORQ — ul)
A

a(up —ugRy)
A

2. SiA =0, alors Eé admet une racine double : Ry = ZE et donc, la solution générale
Q@
de E3 est donnée par :

u, = A R{ + Bn R{j . Les constantes A et B sont déterminées par les conditions
initiales ug et uq , soit
A= ()
200 (u1 — w
g = 20w —u)
g

4. Soit (un)n>0 une suite réelle vérifiant la relation :
Qup = Bup1 + Yup 2+ (Ey)

avec les conditions initiales ug et u; .
Posons : u, = v, + A. L’équation F, devient donc

avy =L0vp_1+ Y2+ ANB+y—a)+d (E;)

1)
a—p—v
Donc, I’équation E:l devient ‘avn = BUp_1+ Y Vn_9 ‘ ce qui de la forme Fjs.

On choisit A de sorte que A (5 +~v — a) + 6 = 0 soit, | A =
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