UNS - Calcul intégral L3 2018-2019

Feuille de TD 5 : Intégration

Les exercices marqués d’une % sont censés étre plus compliqués. L’ensemble des autres exercices
serons supposés avoir été fait en TD.

1 Théorie de l’'intégration

1.1 Cas abstraits

% Exercice 1 (Continuité). Soit (X, B, ) un espace mesuré, et soit f une fonction intégrable. Dé-
montrer la propriété suivante :

Ve>0, 30 >0, VAe B, u(Ad) <é = /\f|du<5.
A

Corrigé 1. Raisonnons par I’absurde, et supposons qu’il existe € > 0 tel que, pour tout § > 0, il existe
As € B tel que p(As) < d et an |fldp > €.

Considérons la suite de fonctions f,, := |f|1 A Montrons que, pour presque tout x € X, on a
fn(z) — 0. Notons By, = Uys,, Ai/s2, de sorte que f, < [f|Lp,. On a pu(By) < 3 ks, m(Ap2) <
Y ksn k—IQ, de sorte que p(B,) — 0. B, étant une suite décroissante d’ensembles, on en déduit qu’'on
doit avoir 1, (z) — 0 pour presque tout x, et donc que f,(x) — 0 pour presque tout z.

D’autre part, on a |f,| < |f|, qui est intégrable. Le théoréme de convergence dominée nous affirme
alors que [ f,du — 0. Mais ceci est absurde, car, par hypothése, on a pour tout n que [ f,du > €.

Exercice 2 (Une CNS d’intégrabilité). Soit (E, B, ) un espace mesuré et f : E — R une fonction
mesurable. Pour chaque n € N, on pose

Ay ={z€E; |f(x)]>n} By={zecE; n<|f(z)]<n+1}.
Démontrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

1. f est intégrable;

2. lasérie ), <onu(By) est convergente;

3. la série > - p(Ay) est convergente.

Corrigé 2. On a )  nlp, < |f| < >, cx(n 4+ 1)1p,. Par conséquent, f est intégrable si et
seulement si ) - nlp, est intégrable. Son intégrale valant 3 nu(By), on en déduit que 1. est
équivalent a 2.

On a B, = A,\Apn+1, donc pour tout N € N, on a
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On a donc Zn L np(By) < Zn ! u(A,), done 3. = 2.

Supposons 2. On a vu qu’alors, f était intégrable, donc, par 'inégalité de Markov (voir l'exercice
14), on a u(A,) < L [|f|du. En particulier, Nu(An41) est bornée. on déduit alors de (2) que > pu(Ay,)
converge.

% Exercice 3 (Majoration d’intégrales qui passe a la limite). Soit (F,.A, 1) un espace mesuré et soit
(fn) une suite de fonctions mesurables positives qui converge simplement vers f. On suppose qu’il
existe M > 0 tel que fE fndp < M pour tout n > 0. Démontrer que fE fdu < M.

Corrigé 3. f, convergeant simplement vers f, on a liminf f,(z) = f(z) pour tout x € E. Par le
n

théoréme de Fatou, on a donc

/fd,u / hmlnf fr)dp < hmlnf/ fndu

= sup ,;gi /E Srdp
< M.

Exercice 4 (Convergence monotone décroissante). Soit (£, A, 1) un espace mesuré et (f,) une suite
décroissante de fonctions mesurables positives convergeant presque stirement vers f. On suppose que
[ fodu est finie. Démontrer que [y, fndu — [5 fdp. Le résultat subsiste-t-il si on ne suppose pas
Jp fodp < +o00?

Corrigé 4. Notons g, := fo — fn- gn est alors une suite croissante de fonctions positives convergeant
simplement vers fo— f. On peut donc lui appliquer le théoréme de convergence monotone, pour déduire

que
[ o= [ fan= [ (5= na
:liTILn/Egnd,u

= /E fodp — lim [E Jndp

En soustrayant f g fodu a cette égalité, on en déduit le résultat.

Attention, le résultat est faux si [ g Jodp = +00. Par exemple, prenons £ = N muni de la tribu
discréte et de la mesure de comptage. Prenons f,, (k) = 1 si k > n, 0 sinon. Alors f,, est décroissante,
converge simplement vers la fonction nulle, mais chaque f, est d’intégrale infinie.

% Exercice 5 (Lemme de Scheffé). Soit (f,), une suite de fonctions intégrables sur (R, B(R%), \) et
f une fonction intégrable. On suppose que

e La suite (f,) converge simplement vers f.
o [|fnld)N =nee [ |f]dA
1. En supposant que les f,, sont positives montrer que [ |f, — f|d\ — 0.

2. Soit Ay, ={zeR: fulz) <0< f(z)}n{z eR: f(z) <0< fo(x)} et B,={z e R:|fu(z)| <
|f(x)|}. En utilisant ces deux ensembles montrer que [ |f, — f|dX\ — 0 dans le cas général.



Corrigé 5. 1. Les f, étant positives, f est également positive. On a

/}R = fldA = /R (f = Fu)LyspudA — /}R (f = Fu)Lyep.dA

Mais |(f — fn)Lf>f,| < f, qui est une fonction intégrable. On peut donc appliquer le théoréme de
convergence dominée pour obtenir que f]R( f— fn)lg>s,dX — 0. D’autre part, on a

/ (f = fu)LyspudA + / (f — fu)ljep,dX = / (f — fu)dX —5 0,
R R R

par hypothése, donc on a aussi [ (f — fn)lj<p,dX — 0.
2. Soit z € R. La suite f,,(z) convergeant vers f(z), on a f(x)14, (x) — 0. Comme |f14,] <|f],
qui est intégrable, on a par le théoréme de convergence dominée que

. (z)dx — 0. (2)

Remarquons ensuite que, si z ¢ A,, alors f(z) et f, () ont le méme signe, donc | f— f| = || fa]—| f||-
En particulier, si z € A% N By, alors |f, — f| = |f| = |fal < |f], tandis que si x € AS N (BE), alors
[fn = fI = [fnl = 7]

On a donc, en appliquant le théoréme de convergence dominée, que
[ 1= flan—o 3)
AcNB,

On a

Lon=wmhar= [ s [ s [Cnae [

Par hypothése, le terme de gauche tend vers zéro. Par (2) et (3), les termes positifs du membre de
droite tendent vers zéro. On en déduit que

/ \fn—f\dAJr/ faldX — 0.
ASNBe An

Comme

[ 17 = flar= /Amn o~ 1+ /AB o fldr+ /A fld+ /A [Fald,

on en déduit le résultat.

Exercice 6 (Convergence des normes). Soit (E, A, ) un espace mesuré et (f,,) une suite de fonctions
mesurables qui converge presque partout vers f.

1. On suppose que lim,, [ |fn— f|dp = 0. Prouver que [, fndu — [ fduet [ |foldp — [5]f]dp.

2. Montrer que 'hypothése [, f,dp — [5 fdp n’entraine pas que [ |f, — f|dp — 0.



Corrigé 6. 1. On a

[ tdn= [ sau] < [ 18- 1l

| ful = |FI] < 1fn — I, done

[ [ st = | [ (=111

S/E\\fn—!f\\dﬂ
n — fldu.
g/ELf fldp

donc [ fadp — [ fdp. D’autre part, par 'inégalité triangulaire,

On en déduit que [ |fuldp — [5|fldp.
2. Soit fp : R — R donnée par f, = 1j, 1] — Ljng1,n42)- La suite f, converge simplement vers
zéro, et [ fn(z)dz = 0 pour tout n. Pourtant, [ |fn(z)|dz =2 pour tout n.

1.2 Calculs concrets

Exercice 7. Montrer que

1.
1 e )
0< o (cos(z)) dx < 1.
2. s
e ” 2
0< de < —
/0 V2 T V2w
3.

| =

/2
0< / sin (log(1 + u)) du <
w/3

Corrigé 7. 1. On a, pour tout = € [0,e'] que 0 < (cos(x))?, donc 0 < foel(cos(x))2 de < e!, d'ou le
résultat découle.

—a?
2. On a, pour tout = € [0,2] que 0 < £ 2 <L donc

Var = Var?

2 2 o—2%/2 2
Odmg/ d:pg/ 2dzx,
/0 0 V2m 0
d’out le résultat découle.

3. On a, pour tout u > 0, 0 < log(1+4u). D’autre part, par concavité du logarithme, on a log(14+u) <
u. En particulier, pour tout u € [r/3,7/2], on a 0 < log(1+u) < m/2. La fonction sinus étant croissante
sur [0,7/2], on a donc

w/2

w/2
0< / sin (log(1 + u)) du < / sin(u) du
w/3 w/3

= cos(n/3) — cos(m/2) = %



Exercice 8 (Intégration par rapport a la mesure de comptage). On rappelle que la mesure de comptage
est définie sur (N, P(N)) par u(A) = card(A) si A est fini, et u(A) = +oo sinon.

L. Soit f > 0. Justifier que [ fdu=>",5f(n).

2. Soit (unp)np>0 une suite de réels positifs. Démontrer que

DD tunp =D )ty

n>0 p>0 p>0n>0

—+00 +oo 1

3. En déduire la valeur de p=2 2n=2 17"

Corrigé 8. 1. On peut écrire f(k) = >, o f(n)lgx—y,. Chaque fonction f(n)lj—, est une fonc-
tion étagée, ne prenant que deux valeurs. Son intégrale par rapport & p est f(n). La suite fy(k) =
an ~ f(n) 1=y, est une suite croissante de fonction étagées convergeant simplement vers f, et [ fdu =
27]1\[:0 f(n). En prenant la limite N — oo, on en déduit le résultat.

2. On a vu en cours que, si f,, est une suite de fonctions positives, ona [ > - fadp = >, o [ fadp.
En appliquant ce résultat et la question précédente a la suite de fonctions fy,(p) = uy,p sur N, on en
déduit le résultat.

3.0n a
+00 +00 1 “+0o0 400 1
DYl rw
p=2n=2 n=2p=2

- 1—n
n=2

> (1)
= n—1 n

= 1.

Exercice 9. Enoncer le théoréme de convergence dominé pour (N,P(N), i) ot p est la mesure de
comptage.

Corrigé 9. Soit u,, une suite telle que ) _ |uy| est convergente, et soient (v, ;)ren des suites telles que,
pour chaque n € N, k € N, |v, 1| < uy,. Supposons que, pour chaque n € N, v, converge vers une
limite v, quand kK — oo. On a alors

lim E Un.k = E Un-
k—o00 ’
ne€lN neN

Exercice 10 (Mesure a densité - 1). Soit (E,.A, 1) un espace mesuré et h : E — [0, +00] mesurable.
On définit v sur A par v(A) = [, hdp = [ 1ahdpu.

1. Vérifier que v est une mesure sur (E,.A).

La fonction f est appelée densité de la mesure v par rapport a la mesure p.

2. Démontrer que si A € A vérifie u(A) = 0, alors v(A) = 0.



3. Soit f: (E,A) — (R,B(R)) mesurable. Démontrer que f est v-intégrable si et seulement si fh
est p-intégrable et que, dans ce cas, on a

/Efdl/—/thd,u.

Corrigé 10. 1. On a 1y = 0, donc v(0) = 0. Soient (A,,)nen des ensembles deux a deux disjoints dans
A Onaly 4, =2 ,enla,, donc

( Z/ﬂAhdu_ V(Ap).

neN neN eN

v est donc bien une mesure sur (E, A).

2. Supposons que A € A vérifie v(A) = 0. La fonction hl, est alors nulle presque partout. En
particulier, pour toute fonction étagée f telle que 0 < f < hly, on a | pfdp = 0. On en déduit que
[ hladp =0, et donc que v(A4) = 0.

3. Soit f, une suite croissante de fonctions étagées qui converge simplement vers f. Par définition

de la mesure v, on a
[ v = [ func
E E

Le membre de gauche converge si et seulement si f est v-intégrable, tandis que le membre de droite
converge si et seulement si hf est —u intégrable (cela découle du théoréme de convergence monotone).
En passant a la limite, on en déduit bien que

/Efdy:/thdu.

Exercice 11 (Mesures a densité - 2). 1. Soit p mesure sur (R
1

B(R)) de densité 1y (z) par rap-
port & la mesure de Lebesgue. Calculer u([0,1]), u([0,2]), w([0

0.1/2]), u({1/2}).

2. Soit p mesure sur (R, B(R)) de densité 1,-0e”* par rapport a la mesure de Lebesgue. Calculer

n(R), n({1}), ([0, 1]), u([1, +-00f).
3. Soit p mesure sur (R, B(R)) de densité ]lx>0me_m2/2 par rapport a la mesure de Lebesgue. Calculer
([0, 1]).
Corrigé 11. 1. On a u([0,1]) = [) Lpy(@)de = 1, u((0,2]) = [Z1py(x)de = 1, u((0,1]) =
Sy Vo y(@)de = 1/2, u({1/2}]) = [}/3 1o 1y(@)dz = 0.

2. On a
+oo
p(R) :/ e fdr =1

1

w1 = [ e*de =1

1
e dr=1—¢!

+oo

([1, +o0]) e dr =e L.

||
H\%H\



3.0n a
1
p(0.1) = [ e e = [ ) =1 - e
0
% Exercice 12. Soit f une fonction Riemann intégrable sur [0,1]. Soit D lensemble des points de
discontinuité de f dans [0, 1].
1. Pour € > 0 soit
Ac={z€[0,1]: V0 >0, Jy,z €]z — 6,z + 8[, f(y) — f(z) >}

Montrer que D = {J.cqnjo,1] Ae-
2. Soit € > 0 fixé. Si A, ﬂ]%, % [ # (), on choisit (yx, zx) € ]%, % [ tels que f(yr) — f(zk) > e.

Sinon, on choisit ¥y, = z; de fagon quelconque dans ]%» % [

Montrer que

3. En déduire que A(A;) = 0 et donc que A(D) = 0.

Corrigé 12. 1. Soit = € UaeQm]O,l] A.. Tl existe alors ¢ > 0 tel que, pour tout § > 0, il existe
Y,z €lx—0,x+d] tels que f(y)—f(z) > e. On doit alors avoir |f(y)—f(x)| > /2 ou |f(2)—f(z)| > /2.
On en déduit que f n’est pas continue en . On a donc D C UaeQm}o,l} A..

Réciproquement, soit = € D. Il existe alors e > 0 tel que pour tout § > 0, il existe 2’ €]z — §, z + §]
tel que |f(x) — f(a')| > e. Si f(z) > f(2'), on prend y = x et z = 2’; sinon, on prend y = 2’ et z = x,
et on voit que z € A.. Quitte a prendre € plus petit, on peut supposer qu'’il est dans QN]0, 1].

2.0n a Bkl
4 C U {ﬁ’ n {’
kE{O,...,n—l};Asﬁ]%,% #0
donc A\(A;) < %Card{k:e {O,...,n—l};Asﬂ}%,%“é }
On a donc
n—1
ikzzof(yw —fe) = ) (flye) — F(z4)

kG{O,...,n—l};Asﬁ] L ktl [;év)

n’ n

> 6%Card{k: €{0,..n—1}; Ac ﬂ}%, bl [ # V)}

3. f étant Riemann-intégrable, on a fol f(z)dz = limy, 00 = SOPTo Flyr) = limy, o 1 SrTo Flzn)-
En prenant la limite n — oo dans le résultat obtenu a la question précédente, on déduit donc que
eA(A:) =0, et donc que A\(A:) = 0.

D est alors une réunion dénombrable d’ensembles de mesure nulle, donc est de mesure nulle.



1.3 Inégalités

% Exercice 13 (Inégalité de Jensen). Soit (E, A, ) un espace mesuré avec pu(E) = 1. Soit ¢ : R — R™
convexe et dérivable deux fois (et donc ¢” > 0). Soit (E A, 1) un espace mesuré avec u(E) = 1. Soit
f:(E,A) = (R, B(R)) mesurable et telle que [, f(x)du(x) < 4oco.

1. Montrer que Vz,y € I, qﬁ(y) > ¢(2) + ¢ (2)(y — 2)

2. En prenant z = [, f(t)du(t) et y = f(x) dans I'inegalité précédente, montrer que :

o ([ 1@au) < [ o0 @) dute

3. En déduire que pour toute fonction f : [0,1] — R telle que fol |f(z)|de < 400 :

</01|f(:6)ldm>2 < /0 F(@)? do

Corrigé 13. 1. Soient y,z € I. On a

+/ /(]5" )dsdt.
y

Le résultat suit en utilisant le fait que ¢” > 0 par hypothése.
2. On a, par l'inégalité précédente, que

@ =0 ([ 1@aw)+o ([ @) (- [ oo

Par croissance de l'intégrale, on peut intégrer cette inégalité sur E par rapport & la mesure p. On
obtient

[oer@au =o( [ roaw) [aso ([ rwa) ([ s /f yau(t) [ anta)
—o( [ s@au@) +o ([ s ([ swanta - [ seau

= ¢ ( [ 5@ du(:v)) -
car u(E) = 1.

3. Il suffit d’appliquer le résultat précédent a (E, u) = ([0, 1], ), avec ¢(z) = 22, qui est convexe.

Exercice 14 (Inégalité de Markov). Soit f une fonction mesurable positive. Montrer que 1'on a, pour
tout a > 0,

u({er;f( >a} /fdu

8



Corrigé 14. Soit ¢ > 0. On a

[ fanz [ frpanz [alpsadn = on({o < i f@) 2 a})

On en déduit le résultat en divisant par a.

2 Théorémes limites

2.1 Echauffement

Exercice 15. Soit f,(z) = Il] 1 pour x € [0, 1]. Calculer lim,, fol fn(x)de.

lnn

Corrigé 15. On a

! n 1 1
: de="~—_~ 0.
/ flz lnn 0 ]’n[ *Tlann lnn—>
Exercice 16. Soit f,(z) = 2"~ ! — 222"~ Comparer fol D1 fa(x)dzays o fol fo(z)dz

Corrigé 16. On a fo fa(z)dz =1 — 2 =0, donc > ons1 fo fu(z dx =0.
D’autre part, pour tout  €]0,1[, on a »_ -, fo(z) = %5 — donc

11—z 1— :02’

1—¢
/ an = [—x—ln(l—x)—i—ln(l—a:Z)]é

n>1
= 1+e—Ine+In(l—1+2—¢&?)
=—1l4+e—Ine+1In(e) +In(2—¢) — In(2) — 1,

donc fol Y ons1 fu(z)de existe, et vaut In2 — 1, ce qui est différent de 3, -, fol fn(z)dx
2.2 Convergence Monotone

n o, n
Exercice 17. Déterminer les limites, quand elles existent, de fon (1 — %) e2 dx et fon (1+ %) e 2% dg.
Corrigé 17. On a
(1 - E)n = exp (nln (1 - f))
n n
= exp ( 4 0(1)))
n
= e +o(1),

n x
donc pour tout x € [0, +00[, on a L () (1 - %) ez —3 e %/2,
On rappelle que, par concavité du logarithme, on a pour tout y > —1, que In(1+y) < y. On a donc

(1-5)" e (nn (1= 2)) <,



n x
donc ‘(1 — %) ez| < e %/2, qui est intégrable sur [0, +0o[. On peut donc appliquer le théoréme de

convergence dominée pour obtenir que

n n L oo 1
/ (1—5) e2dxﬁ/ e 2 dy = =,
0 n 0 2

n

On a de méme pour tout x € [0, +oo[ que (1 + %) — e” et (1 + %)n < €%, donc ]l[O,n](l +

gn—Qx —x gn—Qx
e — e " et Ly (l+5) e

n

< e™ %, qui est intégrable sur [0, 4+oco[. Par conséquent, on

peut appliquer le théoréme de convergence dominée pour obtenir que

n T\ +o00
/ (l—i-—) e_zxd:c—>/ e dx =1.
0 n 0

Exercice 18. On pose : I(a) = lim;, 4 fon (1 — %)n e dx pour n € N et a € R.

1. On pose pour n € N, f, : Rt — R telle que f,,(z) = (1 — %)n e 1y<n. Montrer que (fn)n>0 est
une suite croissante de fonctions. (On pourra notamment étudier : g, (x) = (n+1)In (1 — HLH) —
nln(1-2)))

2. En déduire la valeur de I(«) en fonction de a.

n+1
- S P ) G

-
=2 k((n)lkl " +1 1)k>

k>1
<0.

Corrigé 18. 1. Notons g,(z) = (n+1)In (1 — i) —nln (1 —£). On a, pour tout x € [0,n[, que

On en déduit que, pour tout z < n, (n+ 1)In (1 — %_H) > nln (1 — %), et donc, en prenant

I’exponentielle, ( — niﬂ)nﬂ > (1 — %)n Par conséquent, (f,,) est une suite croissante de fonctions.

2. Pour tout z € [0,40c[, on a f,(z) — e®~)*. On peut donc appliquer le théoréme de conver-
gence monotone pour conclure que

+oo
I{a) = / ele=Drdg,
0

Cette quantité vaut ﬁ si aw < 1, et 400 sinon.

2.3 Convergence dominée

Exercice 19. Calculer les limites suivantes :

. +oo p241
L limy 400 f; x?ﬂjﬂ dz

10



2. limy, o0 fol ﬁ sin (n—II) dz
3. limyy o0 f) (1—2)"da

4. limy, o0 fj;o sin (£) de

. 2 _
5. limy— oo fj—o(:o eltcos®™(z) o—lz| 4.

6. lim, oo f0+°° arctan(z/n)e”* dz

Corrigé 19. 1. On a m’;;;‘il — Z% pour tout x > 1. D’autre part, pour tout n > 1, on a
m’;;j‘il < a?;jfg = 3%2, qui est une fonction intégrable sur [1,4o00[. On peut donc appliquer le théo-

réme de convergence dominée, pour déduire que

] +o00 77,2 41 +o00 dz
lim — 5 dr= — =1L
n—+oo Jq zénc +1 1 x

2. On a, pour tout = €]0,1[ que %sin (n—1$> converge vers zéro quand n — oo. D’autre part,

pour tout z €]0, 1], on a ’%sin( 1 >

n

< %, qui est intégrable sur |0, 1[. On peut donc appliquer le

théoréme de convergence dominée pour déduire que lim,, 4 fo ﬁ sin (n—lm) dx = 0.

< 1, qui est intégrable sur [0,1]. D’autre

(1=3) e (mn(1=0))
—exp (= nZ +o1))

=e “+o(l).

3. On a pour tout = € [0,1] et n € N que ‘ (1 — %)"
part, on a

Par le théoréme de convergence dominée, on a donc

1 E\n 1
lim (1 — —) dz = / e dr=1—e¢"'.
n—-4o00 0 n 0

4. Soit z € R. En effectuant le développement limité du sinus, on obtient que

. (:c) n 1 +o(1)
sin ( — = o(1).
n/ x(1+2?) 1422

D’autre part, on a pour tout z € R que |sinz| < |z| (cette propriété s’obtient par concavité du
logarithme sur [0, 7/2], par le fait que |sinz| < 1 sur [7/2, +o0], puis par symétrie sur | — 0o, 0]). On a
donc que pour tout n € N, sin (%) qui est une fonction intégrable sur R. On en déduit
que

1
z(ljlr:):Q) < 1+x2>
. too n dx
lim sin (7> ——dax = =7
n—+too | _ n/ x(1+ 2?) r 1+ 22

[e.9]

11



5. On a pour tout n € IN que |el+‘3052n(°””)e_|x|| < €272l qui est intégrable sur R. Pour chaque
z € R\{rZ}, on a cos?"(z) —» 0, donc elTes™ @e—lel — el-lel ensemble 77 étant de mesure
nulle, on déduit du théoréme de convergence dominée que

+o0 om —+o00
lim p1Heos™ (@) o —al g — / -1l gz = 2e.

n—+400 — 0o — 0o

6. Pour chaque = € [0, oo, on a arctan(z/n)e~" — 0. Pour cuaque n € N, on a | arctan(z/n)e™*| <
me~ ", qui est intégrable sur [0, +oo[. Par conséquent, on déduit du théoréme de convergence dominée
que lim, 4 f0+°° arctan(z/n)e " dx = 0.

Exercice 20. Soit i la mesure de comptage ("Card") sur (N, P(N)). Pour toute suite positive (uy)n>0,
ona:y, oty = [y unp(dn).

1. Calculer limy_, 4 o [ano 3% (1 — m)}

2. Calculer limy_, 4 [ano Sing}/k)}.

Corrigé 20. 1. On a, pour tout n > 0 et tout £ > 0,

3% (1 — k(++1)) ‘ < 3%, qui est le terme général

1 1 1

d’une série convergente. D’autre part, on a pour tout n € N que lim =7 (1 — o ) = 3% On peut
k—o0 n+1)

donc appliquer le théoréme de convergence dominée pour conclure que

| 1 13
I (- =S =2
koo ; 3n < k(n + 1)> Zi3n "3

Smé#‘ < 2%7 qui est le terme général d’'une série

sommable. D’autre part, pour chaque n € IN, on a ’iir% sin(n/k) = 0. Par le théoréme de convergence
—

O] — o,

2. On a, pour tout n > 0 et tout & > 0 que ‘

dominée, on a donc limy_, o [Zn>0 S

2n24+6n+1 ) k

Exercice 21. On considére pour n > 0 la série ) ;< Up k avec Uy, = % (nQJrEer7r

1. Montrer que cette série est convergente (¥n > 0). On notera I, sa limite.

2. Calculer limy,— 4 oo 1.

222 +62+1
T2 +bT+T .
bornée. Il existe donc une constante C' > 0 telle que, pour tout n € N, on a |uy, | < % Par croissance
comparée, ceci est le terme général d'une série convergente. La série ), - un k est donc convergente.

Corrigé 21. 1. La fonction =z +— est continue sur [0, 4+o00[, tend vers 2 en +oco, donc est

. k 2 N . 2~ .
2. On a, pour tout £ > 0 que lim u,; = %, Par le théoréme de convergence dominée, on en déduit
n—oo °

que
. 2k
lim I, = ==
n—o0 k!
k>0
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