e e e e e R N

MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR REPUBLIQUE DE COTE D’IVOIRE
ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE Union-Discipline-Travalil

UNIVERSITE FELIX HOUPHOUET BOIGNY

UFR DE MATHEMATIQUES ET D’INFORMATIQUE

P e T e e e

2*ME SEMESTRE

Calcul Différentielle et EDO
Variables Complexes
Arithmétique

Géométrie 3

Analyse Convexe et Optimisation 'I
Techniques de Recherche Documentaire ' .
Gestion de Projets et Application :

Anglais S2 s LICENCE 3 ]
Entrepreneuriat : o
Analyse des Données MATHEMATIQUE ET APPLICATION |

Probabilité Avancées '

ARASRCNSARNNYN

'::-';%%%““

:
|
%

BAL'S (1 e g i T > g

Scanned by CamScanner



INTRODUCTION

Je vous souhaite la bienvenue en LICENCE 3 de mathématique. Toutes mes félicitations I!

Rien de ci agréable de se voir admis en Licence 3. Pour ceux qu'i sont autorisés, ce n’est pas
grave. Comme on le dit souvent mieux vaut avoir un peu que de ne rien avoir (mieux vaut
étre autorisé que de reprendre l'année).

Bref ; la venue en Licence 3 est une chose, une autre est de pouvoir y faire fasse a ce
deuxiéme niveau du premier cycle .Je puis vous dire qu’avec la Licence 3, beaucoup
beaucoup... de portes s’ouvre a vous. Pour pouvoir }avoir des informations sur le
comportement a avoir, sur les opportunités, je vais'plus ou moins répondre a quelques
questions.

< Quel est le niveau de difficulté de la Licence 3 ?
Evidemment le niveau de difficulté augmente par rapport a celui de la Licence 2. Certains
ont tendance a dire que plus tu avance plus c’est facile. Je ne pense pas. Seulement je
peux dire que pour celui qui a acquit le niveau Licence 2 en toute honnéteté n’a pas a se
préoccuper. '
A vrai dire les cours sont trés volumineux. En effet il y a grand nombre de choses 3
apprendre pour étre, on peut dire comme un étudiant en classe préparatoire.

< Comment surmonter ces difficultés ?
En premier lieux, il faut avoir confiance en soi. Ah oui !! Et recommander le reste a DIEU.
En deuxiéme lieux, apprendre ses cours le jour le jour. Sinon hum.... Puis ses travaux
dirigés (vraiment important) et voir les anciennes compositions.
Lors des compositions, svp faite bien les exercices que vous choisissez. Méme lorsque vous
rencontrez un exercice que vous avez déja traité, faite bien attention a la rédaction. En
troisieme lieux travailler quelques fois en groupe trés important. Attention !l Apprendre

' ses cours avant le travail en groupe ; sinon c’est inutile.

< Ou peut-on aller avec une Licence 3 de mathématique ?
Bonne question. Bon faut dire que les portes de multiple concours s’ouvrent a vous .A titre

d’exemple I'on peut citer : _
$ Les concours d’entrée a L'INPHB pour le cycle ingénieur dans différentes filieres

telle :

HEA (Haute Etude en Assu rance), ILT (Ingénieur Logistique et Transport).

STIC (Sciences et Technologies de I'Information et de la Communications :
parcours Electronique et Informatique Industrielle (E2I), parcours Informatique
(INFO), Télécommunication et Réseaux (TR)]. STGI (Sciences et Technologies du
Génie Industriel : parcours Electrotechnique et Automatismes Industriels (EAI),
parcours Mécanique Industrielle et Productique (MIP), parcours Production et
Cactinn Aa VEnarmia (DGE), Aéronautique (AERO)) ; GCBU (Génie Civil Batiment
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et Urbanisme) ; GCHE (Génie Civil Hydraulique et Environnement) ; GCIT
(Génie Civil Infrastructure et Transport ) ; GCGT (Génie Civil Géometre-
Topographe). STGP (Sciences et Technologies du Génie des Procédés : parcours
Génie des Procédés Industriels (GPI), parcours Génie des Bio-Procédés (GE.SP)) :
parcours ETDE (Exploitation et Traitement Des Eaux) ; parcours MINES (Mines
et Carrieres (MICA), parcours Prospection et Exploitation Miniere
(PEM),parcours Exploitation et Traitement des Minerais (ETM), parcours
Environnement Minier (EM)) ; PTRL (Pétrole) . ;
Visitez le site http:/ [www.inphb.edu.ci le concours est organisé a ABIDJAN et a
VINPHB et les compositions se tiennent 3 DANGA (Saint jean cocody).

Le concours de centrale Casablanca. En effet L’Ecole centrale Casablanca est une
école d'ingénieurs marocaine faisant partie du groupe des Ecoles centrales. Elle est
située sur le campus universitaire de Bouskoura, en périphérie sud de Casablanca.
Visitez le site http://www.centralecasablanca.ma ie concours est urgdanise en

cdte d'ivoire et les compositions se tiennent a VINPHB. Le responsable est : Prof

EDMOND FEDIDA enseignant 3 'UFR math-info de 'UFHB. Pour les lettres de recommandations
voir le Prof SOHOU TOUSSAINT.

Les concours d’entrée 3 'EAMAC, une école d’excellence au service de

I’aéronautique civile qui se charge de la formation des personnes appelées a

exercer dans les secteurs de la sécurité de la navigation aérienne.
Visitez le site

hﬁp;[(gﬂmag.ngtindg;,ghQ[ggncours-et-admission[cgncour§—eamac[87-se§sion-2017{97-concou rs-eamac

le concours est organisé a ABIDJAN et la formation se fait au Niger.
» Les concours des écoles d’actuariat et de statistique (CEAS)

Vous pouvez intégrer chacune des écoles (ISFA,EURIA,ISUPMC,FAUIR,CAUPD) par un
concours utilisant les épreuves écrites du CEAS. Les épreuves orales des candidats
admissibles sont ensuite organisées dans chaque école. Chaque année, dans le mois de
mai, le concours est organisé en cote d’ivoire. Le responsable est : Docteur Lassana
SAMASSI enseignant a ’'UFR math-info de 'UFHB joignable au mail : lassanasamassi@vahoo.fr
Visitez le site https://www.ceas.fr/formations

Visitez le site http://euria.univ-brest.fr

Visitez le site http://isfa.univ-lyoni.fr

Visitez le site http://www.isup.upmc.fr

Visitez le site http://mathinfo.unistra.fr

Le concours de recrutement d’éleve ingénieur des travaux statistique (ITS) de

PENSEA d’Abidjan. Visitez le site http://www.ensea.ed.ci/admission.php

> Le concours d’entré a 'ENS (Ecole Normale Supérieur) d’Abidjan pour V suivre |a
formation du CAP PC (Certificat d’aptitude Pédagogique Professeur de College).
Visitez le site http://www.ensabidjan.org

> Les concours polytechniques de France .Passer par CAMPUS France.

Visitez le site httgs:[[www.goly;echnitme.edu/adrmission-cvcle-injmm%
> Etc..-.-‘..'.... L T N
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<+ A propos le valideur LMD suffit-il pour valider son année ?

A vrai dire la possession d’un document o ne garantir pas ton admission en classe
supérieur. Ah oui ce n’est pas parce que j’ai LE VALIDEUR LMD que je suis d’office

admis en année supeérieur.
il faut savoir choisir un document qui vise & couvrir au mieux le programme du

niveau dans lequel vous étre.
Comme faut le constaté LE VALIDEUR LMD LICENCE 2 est réservé en premier aux

étudiants de 'UER M1 de I'université Félix Houphouét Boigny qui s’y trouvent et aux
étudiants de deuxieéme année suivant une formation de mathématique informatique.
Mais par contre pour ceux qui sont curieux et qui veulent voir ce qui se fait peuvent y
jetées un colp d’ceil.

Pour terminer ; voir le contenu de plusieurs documents t’apporte un plus. C'est-a-
dire |a culture des mathématiques (acquisition de quelques réflexes).

Je tiens A féliciter I'équipe VALIDEUR LMD pour son efficacité. En outre elle est composée
de:

o
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Bobet Goualo Victorien MU/UFHB

Koussan Digre Brice  MI/UFHB

Alla Kouadio Jean de Dlew MI/UFHB
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i
i
Université F.HLB Cocody . Annfewniversiteire 2013- 2014
. o g :
Licence 3: TD Calcul différentiel
‘Soit f : R? =R 1z fonction définis par e pe ,‘d =
Fity =2 ”}m(m}a&m 0)-9%1'(0:0)‘“0 '
' 1%) Montrer que f est de classe O

%) f ot - mmmmv'émmmwm
2°) F est - el trois fis differoutisble? St oul, calouler s différentielle troisiéme.

4°) Calculer
. -sup (-
; {mdcpaP
- Trouver C'> 0 vei.qim )
Y(z,y) € BRIl £C i, y)!l

YR B B S e A B T A pah e, i

Exercice 2: -
. Soit'd: R—rnuneapphmhondenlmc‘ et Cp Fespace vactoriel réal des guites
numériques convergeant vers 0, nnmiﬂahmumz-—(xn).ml-vllxﬂ supf|z.] /n €N
% Ondéﬁ.n.ttFeurCapar

NG T

CF@= E;;ﬁﬁ)f

Moiitrer que F st différentisble et calonler la diffrenticlle de F. -
E T - E"I ;. o !
. Soit . -

Ak AT RS K AT S S L

r S Eﬁ{[z.y,z)enﬁfz#n}f—»n’mw
Ho,p2) = (z+y,—,’) Ty

1) Calculala.d:mmﬁ%ﬁaf mowtemm ¥
2°) Boit: LS
‘=-{(==.mz)€sf s:}(!;z-f-ybﬂ}a

-

" a) Déterminer f{D).
b) Mmqﬂﬂfﬂﬁmdmphm&dedm(}“ deDm.f(B).
G)Mnab&mmmﬂrmdmﬁdefmnﬁpoﬁﬂeﬂ.

: .
A T v G P R L L SR

+xss+eay Al IDEUR en vroba vers la LICENCE****** m. 1
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BRI RO : swesa v EQUIPE VA0
m‘ﬂit.lttitt!nul’!VA'LlnEuRbQ**tiittnaﬁEau|pBv‘L'DEunlrtttititht'Eugl _. | |

Seit F I'espaco vectorial des spplications continues de [0, 1] dans B mi de 1 BOCPC -

de la canvergence uniforme ||| et 2 Pespace de Bunach des applications de classs L]
de [0, 1] dans R qui s’annulent en 0 et 1 muni de la norme:
yllz = sup [y )+ WO+ @l
ﬂf.rﬁg z;gll]v"( I+ /() |
Soit ¢ : F' — F I'application définie par: ¢(y)=y”+-amu’.+by2,oﬂaetbsontd€$

applications continues de [0, 1] daus B, ‘
1°) Montrer que ¢ est de classeC? sur-E et calculer sa différentielle df (z) en un point :

z de E, df(z) est - elle bijective? - - ) :
2°) f est - elle dewx fois différeutiable?" i oui, caliuler v, differentielle seconds.

O | |
Solent o une fonction mumérique de dasse C* sur R, [a,8] un intervalle de R, et
" Yespe vectaiiel des applications’contimies de [a,b]_;iansﬂ.h;widelanorme de la

- eI . . | ]
: Montrerquel’appﬁmﬁm?‘-':Eijléﬁpie-par

| b= [ olda o .
estdzmnmble, et caleuler sa différentinlle: oo

Soient E un espace de Banach, f: L(E) x L(E) —+;L(E)-dé,_ﬁmé-pa.r.
_ f(4,By=B—"5{ldg — A+ B?)
@L(E}wtl’mdmwpﬁmtmmmﬁnmdgﬁdmﬂ
1°) Mamtrer-& Paide: du théottina dex fonctions implicites qu'il existe U voisinage de
Idg, V voisinage de Ogqey. dans L(E), et uue application ¢ 2 U~V tels que
¢(Idg)= 85(3:; et A= (Idg "#ﬂ)’vvﬁ el.. i

) que Papplication R définio sur U par R(4) = Idz—¢(4) est differentiable
et calculer sa différentielle au point /dg., * 5

Sdiﬂntf:—-ﬂ‘.“—ikf.“‘.,m<mmapphgtmndedm0‘,at;mﬁgn. On.
E % F, et 7y = (2}, 2)- . . . : .
Montrer que Péquation ¥ - .
f{a,b) = f(z0)

. dﬁ;ﬁﬂh@lﬁﬂﬂ;ﬁammmm.famﬁon.wd&b;mim-wmdgﬂ%‘_Eafom_
. ~ellede-classeC'7 - R el R gl B YU tion u est

"’.

s#++2+yALIDEUR en proba vers la LICENCE****++
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Université F.H.B Cocody Année universitaire 2014 - 2015
UFR Mathématiques - ;
Informatique

Licence 3: TD Calcul différentiel

Fiche n°1
Exercice 1: 3
Soient f : R® ~ R? une aplication deux fols différentiable, et g ; R? —» R? Ia fonction
définie par 1

9@ = @ +uf o fEnAd). Ay U5

1°) Calculer la. difftrentielle o' de g en fonction de cellqde /.

2°) Caleuler le Jacobjen der en tm point (@,9). =

3°) Existe -t - il C > 0 tel que |l¢'{z, )] < C,¥{z,y)?

4°) Déterminer 14 o cela est possible Ia diffveritielle d'andre 2 de g.

5°) Posons g(z,y) = (g'(z, v), 5*(z. 1)} Donmer la matrice Hessienne de gl.
6°) Application numérique: fAz,y,2) = zyz. (_‘i‘!ﬂ‘) _
o) Calculer les quantités voes dans les questions précédentes an point (1,0).
b) Caleuler lo rang-deg’ en {z,y} et en (1,0).

Exercice 2:
Soient (£, {|.l) un espuce vectoriel normé sur €, £(E) Pespace vectoriel narmé des
applications linéaires continues de £ dans E. Pour n-€ N on considére Papplication

8 £(B) — £(05) definie pes: (1) =

1°) Montrer que, pour 1 < i < 3, g, est différentiable et calculer sa difftrenticlle.
Indication: Ecrire ¢, comme composée d’applications différentiables.

27) Déduire de 1°) que ¢, cst; différentiable pour tout n € N, et calculer I différentielle
de ¢, pour tout n €'N,

Soit, F' V'espace vectoriel des applications contimues de {0, 1] dans R muni de Ia narme
de 1o convergence uniforme .|| ¢, et & Vespace de Banach des applications de classe 2
de [0, 1] dans R qui s’avnulent en 0 et 1 mum de la norme:

lvlle = t:gglﬂﬂ" @b+ 01+ D

Soit ¢ 3 E —- F I'application défiie par: ¢(y) = 3" + ayy’ + by?, od a et bsont des
applications continues de [0,1] dans R.

1°) Montrer que ¢ est de classe ' sur £ et calculer sa différentielle dé(x) en m point
% de E. d¢(x) est ~ elle bijective?

2°) ¢ est - elle deux fois difftrentiable? Si oui, caleuler sa diffbrentielle seconde.

*wwews AL INFIIR an nrnha vm Ia L.CE“G!*"“‘"
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Soient X, B, F et @ des e.v.n. sur le mémecorps K € {R,C}, et U un ouvert de X. On
se donne deux applications deux fols différentisbles ¢ : U — L(E, F)etep: U — LLUF, G)-
On pose: Yu € U, f{u) = ¥(u)  $(w)- : s

Montrer que f est deux fois différentiable et calculer ses difiérentielles premicre et
seconide.

Soient I = [0,1] et F = CZ(I) Pespace vectoriel des applications de classe C? de [
dans R telles que u(0) = w(1) = 0. On wecwiit F de Ia worme lwll == supeer [ (B)]- On
note C(I) Pespace vectoriel des applications confinues de I dans R muni de la norme de
la convergence uniforme.

" Soit f +R — R ume application de classe C* telle que f(oy=0.

1°) Pour tout v € £ on pose . D¥(n) = u" et By(w) =" +Au, Vi eR.

Montrer que D% et By, gont des applications linkaires tontinues de F dans C(I).

2°) Montrer que le-noyau de B), est difiérent de {0p} sivet seulement, 8’1l existe kez*
tel que A = E?x*. o

3°) Soit TR % F =+ C{J) Papplication définie par : T'(s, ) = D?(2) + su + f(u)-

Montrer que T est différentiable par Tapport 2 u ex tout point (S,%0) ER X F, et
caleuler T!(sq, uo)v, v € F.

4°) Soit &g € R. Montrer que : st s5-+£'(0) # ¥2m2,Vk € Z, alors il existe un voisinage
J de 5o dans R tel que: Vo € J, Péquation

o + su 4 flu) =0u(l) =u(l) =0
admet une et une sevle solution qui est la forction nulle.

» -SoitEl”espﬂwmoriélréeldﬁappﬁcaﬁonsf':{ﬂ,l] — R qui sont de classe % et

g’anmulent en & <t 1. On note {.{[, Ia norme de la convergence uniforn.u sur E, et on pose

{1 =17 ON + 1 e _

1°) Montrer que [|.]} est une norme sux E qui ex fait un espace de Banach. Comparer

cotie norme & || .- '

90) Sait, = C([0, 1], R} musi de la norme [t-|

Moxtrer que Papplication t : B'— F définie par u(f) = —f" + f* est de classe C? sur
E, et calculer #(f)-

3%) Montrer que «/(0) est une bijection. En déduire quil exdste & > 0 tel que: sig € F
est tel que |gfl,, <&, alors Péquation —X" + X* = g admet ufie unique solution dans £,

Exercice 7:

Soient f : R* — R une application de classe C, et K > O tels que:

1 f@) — FoHl = K iz — il Yz, y € R™.

1°) Montrer que [ est injective

9°) Montrer que f(R") est fermé dans R”

3°) Montrer que, pour tout = € R*, f'(z] est invensible

£°) Utiliser le.théoréirie d'inversion locale pour montrer que SF(R™) est ouvert dans R®
&mni:aquefestmﬂl-'diﬁébmorphimne”deR“mR“. ) :

_aws+++yALIDEUR en proba vers ja LICENCE"*****




Université F.H.B Cocody Année universitaire 2015 - 2018
UFR Mathématiques - o
?
Licence 3: TD Calcul différentiel
Fiche n°1

Soit f : R? — R la fonction définie par-"

Se0) = 2 () (00), o S0,0) =0

“)Montmquefestdedme(}" '
2°) f est - elle deux fois différentiable? ﬁmi,uwuhnmm
3°) f est - dhmmm:r Iam,mhderumuﬁhm

4°) Calculer
M‘(s)l

En déduire Vexistence de C > 0 wa que
W(z.9) € 0. 1717z < C M=)l

Exercice 2: A, .

Soient & une foncticn numérique de classe C* sur R, Iu.b]deel.ut
El’apuevm:ddummde[ﬂ.b} R numi de la norme de la
convergence uniforme.

Montrer que I'application ¢ : Eﬂkdﬁmepu’

o) = f' olf@)ld;
est différentiable, et-calcnler sa différentielle.

Exercice 3:
Soit E un espace vectoriel muni d'un y
produit scalaire est définie per [|=f] = 7).
Smtuunmdmmrphhamﬁmsymuﬁquede&e’ﬂldlmmmdmphhm
contim de E tel que:
Y,y €E, (u(z},y)=(z,uly))- - -
1°) Mouotret que 'application ¢ : & —~» R définie par $(z) = (ﬂ(r).s)dm
sur E, et calculer ¢/(a).h pour tous o, h € E.
‘ r}smt,p : E — R Papplication définie par: N

‘ ¥(z) = Il 2 (u(z), 2) o 290, ot $(0) =0-

wesus+y Al IDEUR en oroba vers la LICENCE******
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Etudier [ différentiabilité de ¢, et calculer le cas échéant sa différentielle.
Exercice 4: : '
Soit F Pespace vectoriel des applications continues de [0,1] dans R muni de la norme

de la convergence uniforme ||.}|,, et E I'espace de Banach des applications de classe c?

de [0, 1] dans R qui s’annulent en 0 et 1 muni de la norme: |

livlle = én[;g]ﬂv" @)+ @) + lw@l-

Soit ¢ : E — F l'application définie par: ¢(y) = ¥ +ayy + by, ot a et b sont des
applications continues de {0, 1] dans R.
1°) Montrer que ¢ est de classe C* sur E et caleuler sa différentielle d¢(z) en un point
© z de E. dff0) est - elle bijective?
2°) Montrer qu’il existe r > 0 tel que: Vf € F tel que ||fl|¢ <r ilexistey € E tel

que ¢(y) = f.
3°) f est - elle deux fois différentiable? Si oui, calculer sa différenticlle seconde. &

Exercice 5:
" Soient. E un espace de Banach, f : L(E) x L(E) — L(E) définie par

f(A,B) -—-B—%(Iiig —A+BY)

oﬂL{E}a&l’m-dm;ppﬁmﬁbmﬁn&imsmnﬁmdeEde.
1°) Montrer 4 I'aide du théoréme des fonctions implicites qu’il existe U voisinage de
Idg, V voisinagede Oy dans L(E), et une application ¢: U — V tels que

8
I
B
i
| HIds) = Ougsy et A = (Idg — (A))%, VA € U. .
A
|
R

2°) Montrer que I'application R définic sur U par R(A) = Idp—¢(A) est différentiable
et calculer sa différentielle au point Idz. - ; _
On copsidére Ia fonction mumérique sur R? définie par: F(2,y) =sin(z +y) + cos(z —
y) -1 _ . 13 ;
" 1°) Montrer que I'équation F(z, y) = 0 définit an voisinage de 0 une fonction implicite
¢:7 1 y = 6(z) telle que $(0) =0._ PRl
2°) Donne:ledéwloppementhm:té de ¢ & 'ordre 2 au voisinage de 0.

s#e=++yALIDEUR en proba vers Ia LICENCE****** l
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Université FIB - Cocody Année universitaire 2015 - 2016
UFR Mathématiques -

Licence 3: TD EQUATIONS DIFFERENTIELLES O.

Exercice 1:

On considére I'équation différenticlle
(B) (1 4+ @) + YOy (6) + e 9()? =0, i

ol y est une fonction & valenrs réclles de la.vaiable réelle ¢.
1°) Posons u(t) = y(t) et v{t) =¢/(2).
Mantmqueymtsohtﬁmde(E)aetseulmnentm(u,v)mtsohﬂmée
e i y B ..ﬁ o BZ ;
2(2) = v(t) : Wi :
(E4) ‘ { = g . e
V()= f&u(ﬂvm me*wct) -
2°) Etudier P'existence théorique de solation. (4. 01,46, .__."'?"" b gpnseiiiieey ot B
3) A-t- mmwmmﬂomdetzxﬁ{%%-.@ "‘"‘“’“’"‘""’"‘":‘
4°) Enancer le théoréme des sohtions partout déimies. cemuaufw:r ok -
a (By)? 1a

Exercice 2:
On considére I'équation différentielle:

r=-2y+z
(E) {g:=z+3y--tz oﬁ:,yetznontdusfcnchomr&ﬂeud’mnmmﬂclﬁdh A
=—2—y+3z '

1°) Montrer que (E) est linéaire.. ] _ By

2°) L’équation (E) admet elle des solutions sur R?

3°) Jordaniser la matrice du systéme. En déduire Ia résolvante de (E).

4°) Donner la formule permettant de trouver Ia sofution masimale u(t) = (2(2), v(8),2(t)) ~ |
de (E) telle que u{0) = (0,—1,0). i

5°) Calculer concrétement Ia solition maximale u(t) de (E) telle que u{0) = (0,~1,0). l

*axx e ZAL INEIR an nroha vars Ia LICENCE**"***
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UFR Mathématiques et Informatique
Licence 3 - Mention : Mathématiques
EC : Caleul Différentiel
Dewoir - Juillet 2014
Durée : 2 heures. (Sans documents)

Exercice 1
I) Enoncer le théordme d’inversion locale dans les espaces de Banach réels.
2) Soient By, Es, Es et F des espaces de Banach réels. Soit T = By % Fy % B3 — F une
application trilinéaire continue.
Montrer que T est différentiable et calculer
T (1, T2, %3) - (1, B2, b}
pourtOUB (z,h zﬂizS) ] (h!s h?) h!) € EI. x By X Ej.
" Exercice 2 b
- Sotent X, E, F,G des espaces;vectoriels normés sur R. Soit U un ouvert de X.
Soient @ : U — L(E, F) et ¢ U — E(F, G) des applications deux fois différentiables. -
Soit f Papplication définie sur U par:
vuel, flu)=¢ ) op(y).
1) Mommwfwtdiﬂr&ntiablemﬂatcalculer
C df (u)h
pour tous u €U, h € E.
2) Montrer que f est deux fois différentiable sur U et calculer
7 (). (A, )

'pomtousue!'}; hk€ E.

searasyALIDEUR en proba vers la LivENuE* -~ -~ :
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Université F.H.B Cocody Année universitaire 2014 - 2015
UFR Mathématiques -
i Informatique

‘" . Licence 3: Devoir de Calcul différentiel - EDO

Soit F ’espace vectoriel des applications continues de [0, 1] dans R muni de la norme
de 1a convergence uniforme ||.||», et E Pespace de Banach des applications de classe C?
“de [0,1] dans R qui s"annulent en 0 et 1 muni de la norme:

lollg = zn @]+ W]+ lv@l).

S(nt ¢.: E — F l'application définie par: q&(y) o + ayy + by, od aetbsontdes
applications continues de [0, 1] dans R.

1%) Montrer que ¢ est de classe C7 sur F et calculer sa différentielle dé(z) en unpomt
z de: B. d¢(z) est - elle bijective?

2?) ¢ est - elle deux fois différentiable? Si. oui, calculer sa différentielle seconde.

Emg;ce 2:
On considére I’équation différentielle
| (B 2y’ +3zy +y =0,
ol y est unle fonction & valeurs réelles de la variable réelle z €]0,+o00].
1°) Veérifier que y(z) = 2~ est solution de {E). :
2°) Posons u(z) = y(z) et v(z) = ¢/(z). Montrer que y est solution de (F) si et
seulement si
| - [¥@) =)
b { o(z) = —Jv(z) — Fu(@) {

: a) Montrer que cette équation est linéaire.
‘Btudier I’existence thécrique de solutions de () sux ]0, +ool,
%) Déterminer la résolvante de (Ej).

Ak AEASLIAN |n|=l 12 an nrﬂl’nn u-u In LIBEHCE“"“"“’
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Université Félix Houphouet Boigny
UFR Mathématiques et Informatique
Année 2014-2015

L3 : Mathématiques et Applications
ECUE : Calcul Différentiel
Session du 30 Novembre 2015 - Durée : 02H

Exercice 1.

Daxns cet exercice, E et F sont des espaces vectoriels normés, U un ouvert
de E et f: U ~+ F une application.
1. (a) Définir la difiérentiabilité de fena € U et préciser l'espace d’ap-
partenance de la différentielle f'(a)-

(b) Exprimer que f est deux fois différentiable en a € U et préciser
Vespace d’appartenance de la différentielle seconde f"(a).

(¢c) Pour E = R? et F' = RY, p et ¢ étant des entiers paturels non nuls,
que représente la. matrice jacobienne Je(a) de fena ¢ U? La
définir.

9. Enoncer le théoréme des accroissements finis

(i) pour les fonctions de R dans R;

(ii) pour les fonctions de R et & valeurs dans un espace vectoriel
normé;

(iil) pour les fonctions définies dans un ouvert d'un espace vectoriel
normé et 4 valeurs dans un espace vectoriel normé.

3. On suppose que U est un ouvert connexe et f différentiable dans U,

de dérivée f'. Montrer que si quel que soit z € U, f(z) = 0, alors f

est constante.

Exercice 2.

L. Enoncer le théoréme des fonctions implicites. Dans le cas ol la fonction
implicite est différentiable, trouver I'expression de sa différenticlle en
un point o ol elle est différeatiable.

2. Enoncer le théoréme d'inversion locale.

3. Soit E l'espace de Banach des applications f : B — R qui sont de
classe C? ot qui s’anmulent en 0 et en 1. On note [|.l la norme de la
convergence uniforme sur B, et on pose, pour f € B, [[f]l = [[f(0)fos+

7 llco- -.-.\'\’l it} -‘f!i(j\\ag :
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(i) Montrer que ||.|| est une norme sur B et que (E, ||-I) est un espace
de Banach. )

(if) Soit F' = C([0, 1}, R) muni de la norme I/loo- Montrer que I'appli-
cation v : E — F définie pas

v(f)=—f"+f

est de classe C! sur E et, powr f € E calculer la différentielle
v'{f)-
(iii) Montrer que /(0) est une bijection.
(vi) Déduire de ce qui préeede Pexistence d’un réel € > 0 qui est tel
que si g € F vérifie Jg]leo <., alors 'équation
—X'+ X =g

admet upe solution unique dans E.

amoscanner

: ':..".-*‘;‘II INENR an nrnha vars |a LIGEHGE'*#-!!_ L Gy

s o g T

Scanned by



; VALIDEUR
wesnseesgQUIPE VALIDEL
!uno*..onottp!qu",E VALIDEUR*""‘"***"*EQU“’E VALlDEUR"“* ARmkEE EQ_._ : o .

Université Félix Houphouet-Boigny Abidjan Cocody
UFR Mathématiques et Informatique Année 2014-2015

Licence 3
UE : Calcul Différentiel et EDO
ECUE : Calcul Différentiel
Deuxi2me Session - Mars 2016
Durée : 2 heures. (Sans documents)

Exercice 1
Soient B, F et G des espaces de Banach sur B.

1) Soit B: L (E, F) x L(F,G) — L(E,G) Papplication définie par B(u,v) =vou.
Montrer que 8 est de classe C2.

2) Soient U un ouvert de E, V un ouvert de [ Soient f: U/ — F ot g: V — G deux
applications telles que f(U)C V. Soita el * . )

Montrer que si f est deux fois différentiable en o et si g est deux fois différentiable en
f(a), alors g o f est deux fois différentiable en a et cslculer (g0 F)" (a) (R, k) pour tous
hkeE. ;

Exercice 2 _ .

Soit E un espace vectoriel de dimension finie muni d'un produit scalsire {,). La norme
‘assocife & ce produit scalaire est. définie par |[z]} = /{z, 7).

Soit u un endomorphisme symétrique de E, c’est-3-dire un endomorphisme de - tel que

Vo, € B, (u(z),y) = (zuy)).

1) Montrer que I'application ¢ : E —+ R définie par ¢ (2) =
sur E et, pour tous a,k € E, calculer ¢' (a) .h .

2) Soit © : E\ {0} — R Tapplication définie par

(u(),2) est différentiable _

o= .

o (y;a;tm que © est différentiable sur E\ {0} et pour tout (a, k) € (B\ {0}) x B, calculer
a . 4
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Licance L3 Mathémati iques
UE : Calcul Différentiel et EDO
EC: EDO
Devoir - Mei 2015
Durée : 1 heure. (Sans documents)
Exercice
Soit le systame différentiel
() = -z@) +y(2)
SVE = —z@)-y() - ~ z(t)
2() = ~y{t)-z(8)~1"
1) Déterminer la résolveate R (t) =

2) En déduire 1a solution du systme (S) telle que { y(0)

Année 2014-2015

R{t,0) dusystemehonmgmeassocié_

z(0)
z(0)

0
0
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Université FHB - Cocody Année universitaire 2014 - 2015
UFR Mathématiques -
Informatique

Licence 3: EQUATIONS DIFFERENTIELLES O.
Examen Premiére Session
(24/11/2015 ) Durée: 1 heure 30mn

Exercice 1: ( 10 pts )
On considére I'équation différentielle

(E) L+ 2 (@) + Ey(t)y (&) + eyt =0,

on ¥ est une fonetion & valeurs réelles de la variable réelle ¢.
1°) Posons u(t) = y(t) et v(t) = ¢/(¢).
Montrer que i est solution de (E) si et seulement si (u, v) est solution de

{ w(£) = v(t)
Y(t) = ~omu(t)o(t) ~ hze~tult)?.

2°) Etudier Pexistence théorique de solution (x,v) de (E,).

3°) A - t - on unicité des solutions de (E;)?

4°) Enoncer le théoréme des solutions partout définies. Ce théoréme s’applique - ¢ - il
a (By)?

Exercice 2: ( 10 pts )
On considére 'équation différentielle:

(&)

= =2yt
(B) { Y =z+3y—1t* ,olz,yel zsont des fonctions réelles d’une variable réelle.
7=—-z—y+3=z T
1°) Montrer que (E) est linéaire.
2°) L'équation (E) admet elle des solutions sur R?
3°) Jordaniser la matrice du systéme. En déduire la résolvante de (E),

4°) Donner la formule permettant de trouver la solution maximale u(t) = (z(t), ¥(t), 2(t))

de (E) telle que u(0) = (0, —1,0). _
N.B.: Il n’est pas demandé de calculer concrétement u(Z).

sssss+YALIDEUR en proba vers la LICENGE*****+
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Université FHB - Cocody Année universitaire 2014 - 2015
UFR Mathématiques -
Informatique

Licence 3: EQUATIONS DIFFERENTIELLES O.
Examen Seconde Session
Durée: 1 heure 30mn

Exercice 1: ( Cous )
Soient (B, ||.]lg) un espace de Banach, I un intervalle compact de R, £{E) Pespacse
vectoriel normé des endomorphismes continus de £ muni de 12 norme de la convergence

uniforme, A: I — L(E) et B : [ — E deux applications continnes, o € Eet fp € I.
Soit R(t,%,) la résolvante de Péquation différenticlle

¥'(t) = A{)y(t) + B()
(E) {v(tn) =2

1°) Montrer que, y définie par

y(t) = R(t, to)zo + j: R(t, 3)B(s)ds,Vt € I,

est une solution de (E) sux I.
2°) Montrer que (E) admet une seule solution sux I.

Exercice 2
On considére I'équation diffsrentielle:
(B) '(t)+ty/(t) —2p(t) = 4, y(0)=—1ett/(0)=0.
1°) Montrer que 3 (£) = £* + 1 est 1me solution do
(B) O+ -2 =0

sur R

2°) Soit y : R — R une application. Posons u(f) = y(t) et v(t) =¢'(f), VE€R
Montrer que y est solution de (E;) si et seulement (%, v) est sobution de

(Es) 7 Et) = i{tZ(t) £ zu(t) +4 ,8(0)=—1et v(ﬂ) =0

3°) Btudier Vexistence théorique et I'unicité de solutions de (Ej) sur R.
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UNISAT Année 2014-2015

Licence L3 Mathématiques
, UE : Calcul Différentiel et EDO
EC : EDO
Deuxidme Session - Octobre 2015
Durée : 1 heure. (Sans documents)

Exercice
Soit le systéme différentiel
@) = z(t)+z(t) -1
O ¥®) = z(®)+2()+¢
20 = z({t)-yt)+1 -
1) Déterminer la résolvante R (£) = R (¢,0) du systéme homogene associé. l
0) = 0
2) En déduire la solution du systéme () telle que :((0)) = 0
z(0) = 0 !
«sses»yALIDEUR en proba vers la LICENCE"**"** Page 2;!
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UNISAT
X Année 2015-2016
Iémms-limthﬂmilqmg
UE : Calcul Différentie] et
- " .BCUE : Calcul e
Premidre Session - Juillet 2016
Durée : 2 heyres, (Sans documents)
Exarcite 1

‘Exercice 2 - ;
SaitE‘unesmdaBmd:mR‘Soitf:fsom{E)—rL(E)l'lpplimummm .
Ce Fu) = —2u4-yt, ; :
' I)I{Mmfmdi&mhbhumhuh‘#(u)a Vu € Isom(E), Yh € L(E).
2) Montrer

. / .Gue pour v proche de 0, I'équation 13 — 2.3 — -
umnummmmUCIso;(E) _ i uv ldg Oﬁm{mam
. mmmfﬂdan:fois s - .

Via,ha € L(E). difitrentiablo of calculer f* (4). (fa, ha)y Vs € Lsom (),
Ebgmioea

Cf (@) b= 12T - 1() ot e - S

Ond.itquefe!tG-diﬂkmﬁabhmasidof (a) -h existe pour tout & € I et si I'spplication
©f@): B ~ F T )
.k 3% (a).h
1) Monkrer que i f est différentiable en a alos f eet G-différentisble an o ot .
‘ d9f (a) = df (a). ' ) ;
. 2) Soit § = fg,q+ h] =

] {at+th/te{0,l]}etp:2€[0,1)~ flat+th) €F. . . B
mwdfmmmmmduistﬁ?m: i @
: °f: § — L(EF) M wow oA T

. . z = &9 ()
est continne gur S, elors ¢ est de classe C* sur [0,1) et on s

@+ =@ = [ 0t thypae

B)Mamuqmdfmmmmdesaﬁdw
dofzzi-—;daf(z)

est continue sur V, alors f est difiérentisble en o et df (@) =4°f (a).-.

Tamy
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Université Félix Houphouet Boigny

UFR Math&matiquues et Informatique
Année universitaire : 2015 -2016

LICENCE 3 — Mention : Mathématiques
ECUE Caleul différentiel
Examen - Session du 15 decembre 2016 - Durée : 2H30.

Exercice 1. Soit E,, z’mmmwwaw_«a@a
JcMWanmegma-mwmzammwmmappmm
suivantes définies sur E,. En tout polynsme Fo en lequel F' (respectivement
G) est différentiable, on précisers la différentielle.

P F(P)=P —~F; P—G(P) =[:(pa(z)-p=(mds

Exercice 2. mmddérchfancﬁmnmﬁqudéﬁniewllzw
F(z,y) = sin(z +y) + cos(z -y)—L

) Mon(rerqus!’éguﬁté?(x,y)*:ﬂdéﬁnitmwiﬁnagcchuﬂefondian
smplicite p: T —y = p(z) telle que p(0) = 0.
(if) Dmkdém!oppmmtt&miﬁdupd!’mﬂuswwiﬂnageds{}.

Exercice 3. Soit f une application différentiable de R? dans lui méme et

qui est propre, c'est-d-dire qui est telle que || f(z)|| tend vers +oo quand |z

tends vers +0o. Ici, ||.|| est la norme euclidienne issue du produit scalaire

<,> de B2, On suppose que, pour tout z € R2, ['(x) est injective. On veud

démontrer que f est surjective. Soit a € R? et g Papplication numérique

définie par 9(z) = || f(z) — o,

(i) Calculer, pour tout z € R2?, ¢(z).

(i) Démoniver que g atteint sa borne inférieure en un point Zo € R?, et que
g/ (o) =0

(Hi) En déduire la sujectivité da f.
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Université FHB - Cocody Année mniversitaire 2015 - 2016

Licence 3: EQUATIONS DIFFERENTIELLES O.
Examen de la Session Unique
Durée: 1 heure

Exercice 1: (5 poiuts )
Enoncer le théordme de Cauchy - Lipechitz - Picard.

Exercice 2: ( 15 points )
On considére 'équation différentielle:

d=-z+y
(&) { Yy=—z—-y—2z ,wz,yetzwntdmmmwdhdahmmt
Z2=—y—2z-1

- Méqnahmqm b solutions sur R?

2°) L ¥ admet - elle des jons sur

3‘% Jordmnu'l(aE)mamdusyutéma. En déduire la résolvante de (E).

4‘)Domhfomuhpamettantdet:wmhaoluﬁonmﬂmhu(t]= ((t), y(t), 2(t)) ;
de (E) telle que u(0) = (1,0,0).

N.B.: Il nest pas demandé de calculer concrdtement u(t).
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Universits Félix Houphoust-Boigny - UFR Mathématiques et Informatique
Année universitaire 2015-2016

—_—

LS ; Mathématiques et Applications
ECUE : Calcul différentiel
Session du 15 mars 2017 - Durée 1 02H

Aucun document n’est autorisé!

Exercice 1. (05 points) Enoncer proprement :

1) um@mmﬁwmmfmnmwﬁ

(i) le théoréme des accroissements finis pour les fonctions & valeurs vecto-
rielles;

(ii1) le théordme des fonctions implivites;

iv le théoreme d'inversion locale gour les fonctions de classe C'.

Exercice 2. (15 points) Soient (B, [||I} un espace de Banach, L(E) V'ensemble
des endomorphismes de E et Ig Uidentité de E. On considére Uapplicstion © :
L(E) — £(E) définie par O(u) =uon =1’
1. Montrer gque © est de classe C* et caleuler so différentielle en tout point
Uug-
2 Mm#u'qn‘ﬁadsﬂumrédposiﬁfeqﬁuttdmpowhﬁues(m
vérifiant [lu—v|| <&, Vépuation ueu=v posséde une solution dans L(E).
3. On suppose gue E = R3. On considére les éléments u et h de L(E) dont
les matrices dans lo base canonigue de mathbbR? sont :

-1 0 0 1
U=(0 l) V=(00).
(a) Calculer ©'(u).h.
(b) Bn dédusre qu'il nexiste pas de fonction différentiable ¥ définie sur un
wﬁhugcwafgdémkwadammmis&wgcdeudam,c(m,
telle que ¥(Ig) = u et ¥(w) o ¥(w) = w pour tout w € W.

NN W MMM ONYN W W W N
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Univexsité F.H.B Cocody Année mniversitaire 2016 - 2016
Informatique

Licence 3: EQUATIONS DIFFERENTIELLES O.
Examen de la Seconde Session
Durée: 1 heure

Exercice 1: ( 5 points )
Enoncer le théoréme de prolongement des solutions d’une équation différentielle ordi-
naire.

Exercice 2: ( 15 points )
On considére I'équation différentielle

& 2y + 32y +y=0,

ot y est upe fonction & valeurs réelles de 1a variable réelle z €]0, +oo[.
1°) Vérifier que y(z) = z~* est solution de (E).
2°) Posons u(z) =y(z) et v(z) = /(x)- )
a) Montrer que y est solution de (E) =i et seulement si

o'(z) = v(z)
(&) {76 = hate) - dnt -
5) Montrer que Péquation (Ey) est linéaire.

¢) Etudier l'existence théorique de solutions de (E,) sur ]0,+o0[.
3°) Déterminer la résolvante R(t,%0) de (1) pour f €]0, +oof fixk.
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Fiche de cours : CALCUL DIFFERENTIEL ET DERIVEE PARTIELLES.

Ceci n’est pas un cours mais un résumé des notions importantes. Pour alléger les écritures, on considérera toujours f. ! '
une fonction définie sur U, un ouvert de RP et 3 valeurs dans R", a est un vecteurde U, Up = {h € Utq (a+h) €U }.

fl (xll X2, '"rxp)
fl (x‘thi ey xp)

T

fn (xlleJ ey xp)

f:UCRP = R telle que: f(xy,%, %) =

1 — Dérivées partielles.

fadmet une dérivée partielle premigre ( dp;) en a € RP par rapport & X;, si la limite suivante existe :

lim
h =0

flay,az, @ = h, s @) = f(1,5, ) 8p)
A

-~ . ar
Si elle existe, on note cette limite ;1. (@)}

fn

o Six ERP F(x) = (fi(x), -, fo (X)) alors %’T (@) = (g:-(a), g (a))

e  Remargue importante :
- j .0k 4 a3 4
Si f est une fonction de RP — R", alors la dérivée partielle ﬁ est aussi une fonctionde R? - R" .
}
Ainsi, = (M) = £ (x;, %z, .., X, ) correspond & la fonction dérivée partielle premidre de f, L.t par rapport
ax; ax; oz
a la j*™ variable x;, au point M(x;, X, ..., %)

*  Propriétés. - :
o .Onditque: |f est C1(U), si f admet des dp, continues sur Ul
o DLqfa):Sifest C1(U) alors il existe une fonction &€ avec jIli_r:'%s(a‘!) = (ettelleque: g

"

P
a
vhel, fa+h)=f@+ )k .—a,’; (@ + IIhll &(h)
! ji=1

o |Si f est C*(U) alors f est continue sur U‘.

2— Dérivées secondes.

Soit f qui admet une dp‘a_ax{[ sur U.

; s B2 (e . 2 .| 2
Si cette fonction P admet en @ une dp,, 2%, a:;) (a),onlanote:f Jrj,t.i{a], ou D%(a)ou: -m(a)

; Amandus (1843-1921), Al
. m e Sch SCHWARZ Hermann Amandus | ), Allemagne

3*f a*f

——— et ——— existente i
9% 9%, " ox, 0%, t sont continues, alors elles sont égales.

Sisur U, les dp,,

s Onditque ‘ f est C*(U) si ses p* , dérivées partielles secondes (&pgj, existent et sont continues|

o |SifestC?(U) = fest C1(U) | (et donc f est continue). : ; .

Lo e e L IAEMAEY e
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3 1 appli. linéaire notée d, f € L(R?,R" )} telle que :

! f est différentiable en a si { 3 fonction ¢ telle que p{ifé eh)= 0

Vh€et, fla+h) =@+ d,fh)+ lhlleh) |

* Propriétés
o d, f estunique.
o SifdeRdansR,d, f (h) = f (a).h.
o |fdifférentiable ena = f est continue en a (réciproque fausse)|
o Lf dif férentiable ena = f admet de dp, en a (réciproque f ausﬂ
o fdifférentiableena=|d, f (k) = 5‘_,”_16 (@).h = (grad f(a) | h)|et |da fle)= ( )
o |festC'(U) = f estdifférentiable en ade U (réciproque f ausse)|

f est C1(U) < I'application a — d, f est continue.
(Avant on nommait fonction continiment différentiable une fonction C 1)

o festCl(U)=

& F = Z @.h = (grad f(@)|h)

o [flinéairede L(R",R") = festCletd, f = f]

On note p; la projection définie par : py(h) = h; (application linéaire), alors :
dapy = py=dx; (notation car indépendant de a),

def = Za_(“’ dy

j=

Js (@) = (ﬁ (a)) 1sisn
1sj=p

18/07/2017 s\ ALIDEUR en proba vers la LICENCE™** Page 65
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 Composition d'applications C*.

I

[4, (9of) = (dca 9)0(da 1)

[Tpor @ = 3,(f@).;(@)]

; n
RL <=6 JE - met R Sif,gC', alorsgofestC', et

a(gof)!

o ()-

agl

(f( )) (a) pour {

1<i<n
1<j<q

i=1

1<i<j=<p

6-— Compilements.
e Taylor Young ordre 2 U ouvert de RP, si fest C2(U),
P 7 2
1.5 3 , _Pf ol
f(a+h)—'f(a)-—z—— (@ b + 525—@ B b Y Ry o )

. «+x\y Al IDEUR en proba vers la LICENCE***™*

canned by CamScanner

Page 86




ALIDEUK

E"f{ ' m"F VALID!UII“"‘""I'!QUIPE VALIDEUR******asnsw 'EdU|PE VALIDEUR"“"" l’_ur_wﬁﬂllﬂ_f"ﬁ_ v

. 4




PE VALIDEUR®+++++++++EQUIPE VALIDEUR"*****"*****EQUIPE VALIDEUR®***********EQUIPE VALIDEUR**** =

- @ NOTEON D ppozorter PHIE ' : s : - @

£ T,

Piits £ it ot Holbmepls' ot s
3/5%”0””6 F(}_, (1""2;:)(2"’2/*- (Z~Zp ) e’ Z,%p, ., Z M‘"éd
e Mﬁ? il ks 4
“;’ f‘“/fbue Ma&mvfz of OV (2,5, 28

— — ——— ‘N )’

m/ z'fr*z-zg : z—z‘g Wik g

I . _ %jﬁwwmw Wﬁf.&ﬁmm
e T35, 4% ﬂ(ﬂd) 2 o re r{fznw -
f Gdﬂmﬁ?@m

ijmz /gra/,:n ;m ﬂaé,, 4_,?_ ,_4,,, . dbg ,7,,,,/,“
{Vac:,fz f(w/.,-‘:au-"f e b . : :

F"“M ..-zt‘,g’(z}..

f 59', - .

.‘ o it P
\‘ e 22 <L pémg B W 224 ‘&; P W |
% ‘“""“‘Wa‘f Lot ' |

s ’;“"%J:,E Y g

=F ‘QW

l

g a/ ﬁzfy/_, '._ ( | | E
L ‘w / ﬁbz/~==y~a* o feeriy)= g Smmane |

' 'g/ S P J 24 / ; |
L ﬁ& 5)"( {gn (6}} yﬁmﬁ, Cdﬁ -g\?,-t,(m;,z?j ., ’
|

;7 ﬁﬁ’f?} = -mex-um;/.;g.zyy :ﬁ CJ +W

: e P2 L pé M. Y constond 17 T &« ‘4 o
e jﬁm_f{,,,,,(m*?y%? 545 7“‘1’”“(’"‘ /’v«

fﬂdfmz:%m b %ﬁf‘ﬂ’x}p{‘*‘j[’eﬁﬁ/ a‘ﬁ’/"!, ..

. Totena L
e i e
g T <Gz “Gy= = -
bz éf’f”ﬁ” 779015 -WJJ%{ iG] oviglle i ”9"’”?” o=
it ﬂém;«e Yyenk j@)w—a B tingy L WM

HEEREERE L W o3 & i

ﬁ'***!tunl lnl’lll! an nrol:a v-rs ]a LlCENcE*****’




g T T
EQUIPE VA.‘“’!UR"““*““EQUIPE VALIDEUR*******++*++EQUIPE VALIDEUR**** rrensn s *EQUIPE VAL“"E.U_R:

7 ) A ‘.ﬁ
Py 4.5 ﬁ f#‘%‘“ﬂ -‘R/rﬁt P(’wjjjs -z .,c-gﬂyt o
MW#M ane, JH@@;/M/?M m;m %7/.“@%)};

1}' Fasc. W /wr- f'(«;;;a: 2z ﬁﬂy-hc// P -¢ lfiﬂf"é’

o _ -‘—/"% ' L g A
’5J/ & 'W F(?’, ‘7'} 6@ ﬂ'ﬂa—y / : ‘

NG et forncdly #aﬂﬁesc,n | '
7 e 5 '*"'@""‘”’Wﬁa{;am

= &ﬁ i) ot Gy Jﬁn/’(w s
fﬂ/fm Wf" m(}péﬂ

9’:"(*-»& )= Bacy) -
7= G- z,ﬁy - 26y- a,-(we #@;ﬂ‘ 82 cxy

&,ﬁé“'ﬁﬂi ,)—f(} o, =
#5 f«*&’_{rggufﬁ%mﬂﬂﬂ%f?ﬁﬂ %@5"%
“ BT Mmﬂé e Z.
o i T e ey &

\\ h.:/ /ﬂ{‘”"é”’é‘mé’ -
= = f f’u’{‘,’”é"é p
‘ o) Fasl opsle :',.:, {_fwm /m-;ye é'/

#/“(&Mmé’
¢/ Vzel &z}*a mf@..j -
D ok cmedntm & Gk
J/ E axisle’ s ¢ st ’*‘ 9£¢‘,¢: mﬂ%wﬂﬂmﬁ# :

Vzeld o &/ﬁnﬁamﬁ‘z;-r,c @i
If/ J*Mm . P i ﬁa‘pécémzfim «

F FFEEREE

canned py Camoscanner



wunt’
LIDEUR®****xeneny *EQUIPE VALIDEUR************EQUIPE VALIDEUR

T Sy IPEVA

**EQUIPE VALIDEUR **EQU

”

e .Exe"‘fm 2.1

l -l- L

g R:h‘-r.;jﬂ sr-r;#t &y . ‘1' : )
Lot shsecsene pify vty . qMMAM fﬂ}xﬁ 6/'/“‘”\4'7 o ‘)

Y T Byt i Pl A-.gf‘! |
4 YiG—s

“we '3"(?7“‘ bt
-7 Yige, Y

: £ extigy . .
"o Y e | .
: L‘*‘!’fﬂf/ e 'r5lce .
I:P‘J amf' ,g 47. .&uénwmo’"

1) L. oy
} dekak, ;ff- ‘“_i;,h(z,%. Y ot csoe o géy‘qn;a;.'m- 2.
Z) 3’”-:‘,{‘.“‘&: : I

oAt : Gﬂ:f‘u‘-"é a&mJﬂGw |
TRk f | W




PE EURY
. P L LA A QUIPE VAIJD ;
= **EQUIPE v“uD!UR“"'*““EQUIP! VALIDEUR®*** % #wa s ++*EQUIPE VALIDEUR PR !

rd

 Erereste 2 rhoidhig é Lo 4':;72" pé' -.’ ; ﬁ@
2 Lo gl ety il e o4

C = (o< 12< woo ) - 2/ "5?"""'!'; (o<izi<d) ’
y B e :
Z<f !
el Tl ) Y Gzl <2,

; . ' zcd‘j
-——-fs.z_-:-_y Fouc ceve forcllin Kalbupotyohs adions &b Lomoe 8= (2€ 1 | D]
MW%WM .y ril= ...-ﬁ“/”“’/
Y tndiz /“"’“’é"/ Mﬁé:«- «( f fﬂ’m&’é’
b;u?’“‘ / “ z«cd‘jﬁé* / /(ym‘;c
4

dine /444/.«: j r'*aé;y‘" mjc ‘w-é/-w P

Exercrte 9.4 kL7
T i [ ik B ol sin ol Gty ol
fﬁ#{ g f/f#vé {18 pancocees 7 “eonce fous oo £ atvet M"é"'gwm

‘) Aive ¥
,,fﬂ,,, # v 9 e g

T
- ’z"‘ ,3"2 '”302 w
'
5/ / - &
v T [ e oy s fppen<li], net?]
lzy 2/ i z;j /[ (z..{/au/é 3/[ _(ady%-'-éj ( i 4
D ,E" = - 3 ’Z}:’Z,

My o) otoos K5 2, 1y 2. /ue Ve 1z 2= [fr]= M
Yoresy . "r-b-mrq:f (‘)=a

X A e
gl il s o st o it



S EQUIPE VALIDEUR®+++++++++EQUIPE VALIDEUR***+++#+*+sEQUIPE VALIDEUR® **********EQUIPE VALIDEUR"***

Université Félix Houphouét Boigny
UFR Mathématiques et Informatique
Année: 2015-2016 .

U.E.: Variable Complexe |
Durée: 2130 ;

Exercice 1 f est une fonction ent.iére vérifiant:
V(z,y) € R?, f(z +dy) =€ f(iy) et f(0) =1
Posons, pour tout réel y, R, f(iy) = c(y) et Imf(iy) = s(y)

1. En utilisant les conditions:de Cauchy-Riemann, montrer que:
Yy € R, d(y) = ~s(y) et s'(y) = c(y)

2. Montrer que y ¥ g(y) = (ely) — cosy)? + (s(y) — sin(y))? vén:ﬁe*
Yy€R,¢'(y)=0.
En déduire que: Yy € R, g{y) = 0, c(y) = cosy et 5(y) = siny

Exercice 2 Evaluer J:rzdz dans les cas. suivants;
L : ¢+ £* -+t definie sur [a,8] tels que v(a) =0 et y(b) =4+ 2

, B 2.y est la ligne brisée formée des.segments de droite joignant ¢ s 2 et
284 +.24,
Exercice 3

L. Soit'r € [1, +od] : ‘ W q
7 est le lacet de support

= [=nr]U{z € C/le| = r;Imz > 0}

pa:couru une fois dans le sens.direct. Montrer que;
() [, 15mdz =5
(b) "
bl firs trrde = [, et
b2 Vz €C,[Jz] =r;Imz >0} = |14+ 2% 2 r?~ 1 et [e¥]| < 1L
b3. Si &, est'le chemin de support &7 = {z € C/|z| = r;Imz > 0}
parcouru une fois dans le sens direct alors | —ﬂ‘,dq < Tt ' :

2. Justifer la convergence dé l'intégrale généralisée [*2° 2% dt ot montrer
+00 post dt = Z y =)
que j_ . 133 z i
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Université Félix Houphouet-Bolgny
Année: 2015-2016

U.E.: Variable Complexe
Licence 3
Deuxieme Session
Durée: 2h
Exercise 1

b ﬂestunaous—ensemhlemvertdeﬂtelque.w e, Zefl
£ est une application de ©2 daus C. Montrer que z + g(2) = J(Z) est
holomorphemr_rﬂmctwu]cmcntmfl’,est

2. f cst une fonction wntitro vérifiant: Vz € C, Ref(2)Imf(z)=1 Mon-
trer que f est constante.

" Exercice 2
1. On note C le cercle wnité parcourn une fois dans le sens direct. [ est

une fonction holomorphie dans un ouvert U contenant le disque fermé

B(0,1) = {z € C/}z| < 1.
(a)- Exprimer en fonction de f(0) et f‘(O), 1= [(2+z+3){2dz

(b)- En déduiro Ia valeur do Pintégrale [ f(e*)cos®(£)dt.

2. Détorminer Ta valenr do l'intégrale znf'rﬁ——fﬁ_y ol
y={z€Cflz—~1]=1} parwumunefdisdamlesensd:.rect

EmdeEnmtég;mt]afnnmonzHe"zmh&onhmdusecteur
= {zeC/0<|z|<Rﬁ<Argz$5}pmcoumunefmsda.nslesens
direct, montrer que. :

fh' cos(z?)dz = fm m(ﬁ)dzu —#-

On admettra que: j"'““e“‘“dtﬁﬂi‘iethmm‘[ma“dz’ = 0 ol Yz est la
fonction définic de [0, 3] dans C pars &+ Re®, i

N F FEE T & & & &\ s =

1

1

o
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UNISAT 2012-2013
L3-Maths 2 heures

Devoir 1 d’analyse complexe

Nous r lons que I'l

o D NCS s

1ge d'un co par une foncti

contlnue est encore un connexs et que pour |z| < 1, Log(1+32) =

Exercice 1 ( 5 points ). Soit Q c C \ {0}. Un logarithme sur © est une fonction
continue f : Q — C vérifiant expof = idq.

1. Montrer qu'il n'existe pas de fonction logarithme continue sur le cercie unite.
! (On pourra procéder par 'absurde)

2. Quel est le lien entre les différents logarithmes sur un ouvert connexe donnée ?

Correction 1. 1. Rappelons que si z € C, ¢* = eR¢%¢!™* a pour module €%,

et donc & = 1 & z = 2kim, k € 7. Supposons par 'absurde que f soit
un logarithme continu sur le cercle, alors pour tout # € R, exp(f(e¥¥)) = ¥,
autrement dit f(e*) — i6 € 2i7Z. La fonction 6 — f(e) — 6 est continue sur
R connexe, & valeurs dans le discret 2miZ, donc constante égale & 2kmi (k € Z).

En particulier, on obtient une contradiction en évaluant cette fonction en 8 = 0
et 6 = 2.

2. Si f et g sont deux logarithmes sur U C C un ouvert connexe, alors la fonction

ef=9 est constante égale & 1 sur U , €t par le méme argument que dans la question
précédente on en déduit qu'il existe k € Z tel que f = g + 2k

Exercice 2 (10 points ). On définie le logarithme principsle cur T\ D g
Logz=In|z| +iArg2
ou Arg z est I'argument principal de z, c’est-a-dire —7 < Argz < 7.
1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére

2 zZn+ 1

Pl =X ey

neN

2. On suppose |2| < 1. Prouver que F(z) = Log(1 + z) — Log(1 — z).

3. On suppose |z| < 1 et Im(z) > 0. Prouver 0 < Arg(1+2) < 7 et =% < Arg(1—
z) £ 0. Quelles sont les inégalités lorsque Im(w) < 07 Montrer Pimplication

|z < 1= |Arg(1+2) — Arg(1 — 2)| < 7
4. On suppose |2| < 1. Justifier : Plz) = Log(ﬁ%).

5. On suppose |w| <1 et on pose z = 12 Montrer |z — 1| < |z + 1|. En déduire
Re(z) > 0.
6. Réciproquement montrer que pour tout z avec Re(z)

> 0 il existe un unique w
tel que z = 132, Exprimer w en fonction de z et prouver |w| < 1.

7. En deduire :
% - 2j+1
: Re(2) > 0= Logz=2 ——1— ok g
=27+ 1\z+1
n J_O
. 18/07/2017
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8. En déduire : 2(% e glf) < Log2 < 2(% i ?15)

i : 2 27+1

Correction 2. 1. Pour [2| > 1 on a limj, o “575~ = 00 donc le rayon de
2 2741

convergence est au plus 1. Pour [z| <1 on a limj, 400 ,:J +17 = 0 donc le rayon

de convergence est au moins 1. Le rayon de convergence est 1

2. On sait que |2| < 1 = Log(l +2) = Y poo(—1)*" ” . Donc —Log(1 — 2) =
o ‘? Dans la somme les exposants k pairs donnent des contributions op-
posées. Il ne reste que les exposants impairs k = 25 + 1, j € N. Et on trouve
bien Log(1 + 2) — Log(l — 2) =23 4oy 21:1

3. Le nombre complexe 2z’ = 1+ z vérifie, lorsque |z| < 1 et Im(2) > 0, Im(2") >0
et Re(z’) > 0. Sa coordonnée polaire angulaire est donc comprise entre zero
et £. Donc 0 < Arg(l + z) < 3. Par contre z” = 1 — z est lui situé dans le
quadrant Im(z”) < 0 et Re(2”) > 0 et a donc une coordonnée polaire angulaire
dans |—Z,0]. Lorsque Im(z) < 0 les inégalités sont par le méme argument
0<Arg(l—2)<Zet—3<Arg(l+2)<0
Si Im(z) > 0 on obtient 0 < Arg(l+2) —Arg(l—2z) <, et si Im(z) < 0 on ob-
tient 0 < Arg(1—z)—Arg(1l+z) < m. Dans tous les cas |Arg(1 + z) — Arg(1 — 2)| <
s

4. On a exp(F(z)) = exp(Log(l + z)) exp(— Log(1 — 2)) = (1 + 2)(1 — 2)"L. Et
la partie imaginaire de F'(2) est Arg(l + z) — Arg(l — z) donc par la question
précédente dans |—m, w[. Par définition de Log cela veut effectivement dire que
F(z) = Log(32).

5 O0naz—1=#% et z+1= 2 donc |z — 1| = |wl||z + 1|. L'éventualité
z+ 1 = 0 est exclue car elle donnerait (0 = r_g;g, donc 0 = 2. Donc 2+ 1 est non
nul et |w| < 1= |z — 1| = |w||z+ 1] < |2+ 1|. Dans le plan complexe les points
équidistants de —1 et de +1 sont ceux de la médiatrice du segment [—1,+1],
c’est-a-dire 'axe imaginaire. Les points plus proches de 1 que de —1 sont ceux
du demi-plan a droite de la médiatrice, c’est-a-dire Re(z) > 0

f T éoalitd nonr > fixé 2z = ¥ équivaut 8 z — 2w = 14+ w (car w = 1 est
impossible si 2 — zw = 1 + w), qui équivaut & z — 1 = (2 + 1)w, qui équivaut
lorsque z # —1 & w = %1. Donc effectivement lorsque z # —1, il existe un
unique w et il est donné par la formule w = 2. Lorsque Re(z) > 0 on a
expliqué dans la réponse précédente que |z — 1| < |2z + 1| donc effectivement
Jlw| < 1.

7. Par la question précédente en posant w = ?, onalwl<letz= —'lﬂ Donc
Log(z) = F(w) et il suffit de remplacer dans la définition de F(w) le nombre
complexe w par ""1 d’oti la formule demandée.

8. Pour z = 2 on a w = }. La serie est a termes positifs. On peut minorer (stnc—
tement) sa somme pa.r les deux premiers termes ce qui donne 21 + 23(3 1P =
2(3 + g;)- Pour la majoratlon qui sera stricte, on remplace 57 +1( )2-"1 pour
4> 1 par 2(3)%*! = 23(;)’ . La somme infinie 21 2j+1( 1)%+1 est donc stric-
tement mférleure a 23 2_1)1( )’ = 235, d’on la majoration Log2 < 2(3 + &).
rasasmials aads seaveal Vos caleule exph(-ltement ces inégalités donnent les deux
premléres décimales de Log2 = 0,693147. .
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Exercice 3 ( 5 points). Soit /z la détermination princinale de la racine carrde S

Pouvert Q = C\ ]—00, 0], c’est-a-dire \/z = exp(3 Log 2).

1. Que vaut v/3? Que vaut /=i 7

2. Soit vy : [0, 2] — Q définie par () = cos(#) + isin(#). Calculer 3 Vzdz
Correction 3. Sachant /z = exp(} Log z) et que Log z = In|z| + i Arg 2, ot —m <
Argz<m,ona:

1. Log(i) = In(1) +4F = iZ. Donc Vi = e loe* = ¢'f = Y2 4 ¢¥2. De méme nous

avons /—i = 3? - z'lg car Arg(—i) = -7 et 3 = %—'5 - i
2. Le chemin v est défini par

v: [0,5] = C
6 — ¥,
on a
] 7 2 E ;
Vzdz = ze2e df =1 eﬂdQ—z
¥ Jo 3'5 0
2 31w 2 ‘\/§ \/i
- 37 3(foi)
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ANALYSE IV | /_'

Série 3 {

Exercice 1. Calculer les intégrales suivantes :
(1) f,r ydz, ol v est la composition des segments de 0 &4 et de i & i + 2.
(2) [, sin2zdz, ol 1y est le segment de i+ 1 & —i.

3) [, ze*'dz, o v est le cercle de rayon 1 et de centre zero.

Corrigé exercice 1. (1) On considere les courbes v (t) = it, 0 <t < let y(t) =i +2t, 0 <t < 1.

Donc
1 1
fydz = fydz+/ydz=/ mz+/ 1-2dt
¥ M Y2 0 0

= if242.

De maniére analogue on calcule les autres intégrales.
(2) 3(cos(2+ 2i) — cos(—2i)) ;
(3) La fonction ze*" est la dérivée de la fonction 1e®, qui est analytique. L'intégrale de la dérivée
d’une fonction analytique sur un courbe fermée est nulle. Alors f"f z2e¥’dz = 0.

Exercice 2. Calculer f,, s1:dz, o 7 est le cercle de rayon 2 et de centre 1, parcouru une fois dans
le sens anti-horaire. *

Corrigé exercice 2. Nous avons y(t) = 2¢* + 1, 0 < ¢ < 27. Donc

1 2 1 . 2m
dz = — 2ie"dt = dt = 23,
/;z—lz /o 26“4_1_136 /ﬂ idt = 2mi

Exercice 3. Calculer fq(l/z)dz, ot 7 est le cercle de rayon 1 et centre 2 parcouru une fois dans le
sens anti-horaire.

' i ;. E ) ! = L% ——

Corrigé exercice 3.La détermination principale du Inz ect analvtians dane la Aamaina C\R-
avec dérivée 1/2. La courbe 7 est fermée et appartient au domaine d’analyticité de In 2. Donc, selon
le théoréme fondamental du Calcul, nos avons [ (1/z)dz = 0.

Exercice 4. Calculer f,,‘r Z2dz, le long des deux chemins suivants :
(1) - est la droite de (0,0) & (1,1).
(2) ~ est la composition des segments de (0,0) & (1, 0) et de (1,0) & (1,1).
En vue de ces résultats, est-ce que 22 peut &tre la dérivée d’une fonction analytique F(2)?.

1
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Corrigé exercice 4. (1) Méthode 1. On peut paramétriser la courbe en utilisant y(t) = te™/4, 0 <
t < V2. Avec ce choix on obtient
¥2 2
/ (te—ix/d) earrfnidt
0

2x
= / t2e~ "/ dt
0

&e—irﬂ
3 .

-N
11
(]
2,
e
Il

Méthode 2. On peut paramétriser la courbe comme «(t) = ¢ + it, 0 <t < 1 pour obtenir

1
f?{"dz = /(—Qit’*)(lﬂ)dt
- 0
2—2i

3
2\/§€—m/4
—~3 2 ;

(2) On paramétrise les deux courbes de la forme suivante :

‘h(t) = t0<t<l

) = 1+4it-1),1<t<2 !
En faisant v = v + 72 on obtient

/szz = figdz+/32
Y m "2
1 2
=/ tgdt+/ (1—i(t —1))%adt
1] 1

1 2
- / t2dz + / (—it? + (2 + 20)t — 2)dt
0

ta 1 ta 2 5
= {Eh—z[s] +(2+21)[ ] [2t]y
- 3.2
33
La fonction z? ne peut pas étre analytique sur l'intérieur du triangle formé par ces trois courbes vu

que les intégrales obtenues en (1) et (2) ne sont pas égales. .

Exercice 5. Calculer les intégrales suivantes :
|dz| dz
l} fz}=1 zz‘ flzl =1 Jz[? j;zl-'l z ! J|z|= ll l

@ [, 22dz, ol 7 est la courbe (t) = e* sin®t, 0 <t < 7/2.

A NN MMMBMUMMUYMJMIUGG N NN A

Corrigé exercice 5. (1) On peut paramétriser la courbe |2| = 1 comme 7(t) = e*, 0 <t <2

werxv*YALIDEUR en proba vers la LICENCE******
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Donc v/(t) = ie®, |z| = 1, |dz| = dt, || = dt. Alors nous avons

dz 2m ,ies: '
Ll=1 ? = -/0 ?dt = 27,
dz 2 . 2m o
./II m = -/ ig“ = f cos tdt +?./ sin tdt = 0’
zl=1 0 0 i
/ I [ e~dt =0
[z]=1 2 0 ?
f Q _ -/'211' dz o
|Z|=1 Z 0

z 0
(2) Nous avons 22 = F'(z), ou F(z) = 12% est analytique. Donc, si ~(0) et v(1) sont les deux
extrémités de la courbe 7,

[ = Fo) - (o) = FO) - Pl = -

Exercice 6. Calculer les intégrales suivantes :
(1) f,]f(z3 + 3)dz, ot v est la moitié supérieure du cercle de centre 0 et de rayon 1.

(2) [,(2*+3)dz, ot yest le cercle de centre 0 et de rayon 1.
3) [, el/%dz, ol vy est le cercle de centre 5i + 1 et de rayon 3.
(4) [ cos(3+1/(z— 3))dz, ol  est le carré avec sommets 0,1,1+1,1.

Corrigé exercice 6. (1) La fonction F(z) = 1/4z* + 3z est une primitive de 2% + 3 analytique
dans C. Donc, f,,(z3 +3)dz=F(-1)~F(1)=1/4-3-1/4-3=—6.

(2) La fonction 23 + 3 est analytique dans C, qui est simplement connexe et 7 est fermée, donc selon
le théoreme de Cauchy, f,‘,(z3 +3)dz=0.

(3) el/# est analytique dans C\{0}, et 0 n’appartient pas 3 l'intérieur de <y, donc selon le théoréme

de Cauchy, [, e*/*dz = 0.
(4) cos(3+1 ] (z — 3)) est analytique dans C\{3}, et 3 n’appartient pas a I'intérieur de ~. donc selon

le théoreme de Cauchy, [ cos(3+1/(z — 3))dz = 0.
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ANALYSE IV

Série 9 informations: http://cag.epfl.ch
sections IN + SC

Exercice 1. Utiliser les formules intégrales de Cauchy pour calculer :
= 1
[
Lz LA

Corrigé exercice 1.Soit I = [*° 17 dz. Cette intégrale est bien définie, car la fonction g(z) =

=L est contnue sur (—11, 1) (11> 0) et [ 5 de < I3 L dz = g3 < 0.

On se place maintenant dans le plan complexe : f(z) = i, 2 € C. Cette fonction est holomorphe
dans C sauf en'4 points qui sont les racines 4™ de -1 (c'est & dire les solutions de A+1=0):

5 =gt = jgi(l +i), zp=e'F = %(—1 +i), 23 = €% = J'gg(—l —i), et zg =€t = :gi(]_ —1).

- P— 1
Done f(2) = a0
Soit ['g I'arc fermé, composé du segment réel Jp = [—R, R) et du demi-cercle Yg :
Alors, [; f(2)dz = [, f(2)dz+ ffﬂ #(z) dz. On considere également les arcs I'y et I'% délimitant

Im

. 1 ne ™2
les domsines Dt O

On peut voir aussi que : [i  f(2)dz = [ f(2)dz+ fr‘?: f(z)dz.
rs rk

R
D! r 1
//AA .
~ ~ Re

R 7 7 B

Done [%, f(2)dz = Jry f(2)dz + frg, f(2)dz = [, f(2) dz et I = limpo [ 5 £(2) d2.

On calule donc limp_. [, f(2)dz : On sait que I f_m f(2)dz| < “’Yﬂuﬂégxﬂf(z)ﬂs avec |7zl = 7R.
i Z€YR

De plus si z = Re®, 8 € loi'”]’ alors |14 2|2 = 1 + R® + 2R%cos40 > 1+ R® — 2R* = (R* - 1)?

et donc 121:::2;:‘(||f'(z)|| £ -1 Ainsi || [ f(z)dz|| < ;R.’F—}_zl), qui tend vers 0 quand R tend vers

I'infini

On calcule & présent ff'}z f(2)dz : 1 € D} et on définit f1(2) tel que f(z) = .El_.(:.}_ Alors en appliquant

la formule intégrale de Cauchy on trouve :

1

WY W WM M MMMMUMMMUYUMUMUE LYY
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De méme on a 2, € D% et on définit fo(z) tel que f(2) = '%L:'g Alors en appliquant la formule
intégrale de Cauchy on trouve :

ff(z}dz= Mdpzmﬁ(;ﬁz):-}ﬁ(lﬂ).
% 4

Z— 29

Ainsi on trouve I = Zv/2(1 — ) + Tv2(1 +i) — 0 = m£2.

> +2° cos(z) , .
Exercice 2. Caltuler T dz au moyen d'une formule intégrale de Cauchy.
- x

Corrigé exercice 2. On remarque pour commencer que cette intégrale est bien définie. En effet, la

. cos(x) 1
t intégrabl R et ,Vz € R.
est intégrable sur R et | -—=3| < -3, Vz
+° cos(x)

+% cos(z [T sin(z)
On remarque alors que f ———= dz est la partie réelle de / (z) dz+1 f 1+ 22 dz =

s oo 1+ 22 i
+oo iz
] s dz.
- 1+@

Calculons maintenant cette derniére intégrale en passant aux nombres complexes.
Pour cela, on considére la figure suivante :

fonction 1 1

x2

Im(z)

momTnmnnuonoageaa

R Re(z)

Soit R > 1. L’arc fermé T'p se compose de deux parties : I'arc 'y qui est le segment de droite
de —R & R sur D'axe des réels et 'arc I'4 qui est un dewi-cesle de sayus 5o Luw viivuvativus SONE

indiquées par les fleches. Considérons la fonction i) = z'i— >

D = {z € C:Im(z) > —1/2} qui est un ouvert simplement connexe contenant I's.
Appliquons la formule de Cauchy avec n = 0 pour la fonction f et 'arc T'z au point 4. Il vient :

1 (2) 1 e
. [ pra—— —— = —_—— d .
f@) = om rﬁz—z'dz 21'n‘/rk1+zf.2 #
1

Puisque f(i) = %, nous avons VR > 1

Y eiz ei.z
e = —dz —dz.
[~L1+z2 +_/1-“231+32

Faisons tendre R vers I'infini dans la relation ci-dessus.
e Le terme de gauche, me™! est une constante.
e Paramétrons l'arc T} : z(z) = z, z € [-R, R]. La premitre intégrale donne

iz +R +o0
/ ° _dz= de R— o0 / cos(:c)dm
r

kl+z’ _r 1+2? Figy b ek

. Cette fonction est holomorphe sur
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+R

puisque f Mdr = ( grace & l'imparité de sinus.
_r 1+ g% _

e Paramétrons I'arc T'% : z(t) = Re*, t € [0, 7). La deuxiéme intégrale donne

et® T ez’R{m&tHsint} ”
——dz= ————— Rie"di.
j;-?e T+ /0 1+ R2e%t

S]
0

D'ou, en prenant le module :
eiz
dz
/ri g

eiR(cca t+isint)

1 + R2e%t

TR
<
&< T

Rie*

En effet, |eR(cost+isind| < 1 puisque, pour ¢ € [0,7] on a sint > 0 et donc e~?*i"* < 1 pour
le numérateur. Pour le dénominateur, |1 + R2e%!| est la distance entre le point —1 et un point
parcourant le cercle centré a l'origine et de rayon R?; le minimum de cette distance vaut R? —1.
Done,

1 e TR ——
P | I T+ 7 | S -1 oo 0

Finalement :

Exercice 3.
Calculer & I’aide du théoréme des résidus :

+oo 42
f sdz
I
Corrigé 3.

La fonction %g est paire, continue et on a l—f_%.; < i; = &%,V:c € R; on en déduit que —Mf est
intégrable sur R et que

rton 582 +00 2
/ _dz =2 f Z_dz.
s AFE o 1428

Considérons maintenant la fonction complexe f(z) = ﬁg Ses poles sont les 6 racines de 28 = —1,
. soit 2 = €™/O+*/3 k =0,1,2,3,4,5, tous situés sur le cercle unité et d’ordre 1.
Choisissons Yarc pour le théoréme des résidus :
On prend l'arc formé des trois parties :
(1) le rayon partant de lorigine, d'angle 0, de longueur R:T'g; : 2(t) = tR,t € [0,1], dz=Rdt,

(2) le rayon partant de l'origine, d’angle 7/3, de longueur R, parcouru vers le centre : 'ra :

Z(t) = (1 = t)Reifrﬂ,t (= [O, 1], dz = __Reifr,’Sdt,

. 3) l'arc du cercle de rayon R joignant les extrémités de ces rayons : [ggs : z(t) = Re*,t €
[0,7/3], dz= iRetdt
et appelons I'r I'arc obtenu en joignant I'g1, I'ra, puis T'z,.
| Le seul pole contenu dans g est 2. Calculons le résidu de f en ce pole :
2
z
Res(f,z0) = 0 )
. 3(f 0) (»"—'u - zl}{z,o —_— 22)(30 — 23)(30 _ 24)(20 == 35)
3/47/2017 sxvvxeyAl IDEUR en proba vers la LICENCE****** Page 122
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- O " Ona:
= %(\/5 +i), RN i
: 1 .
2 =1, . Zo—zl=§'vf3--—i), i
' 1 %(—\/5-{- i ZH— == \/-3-,
za=%(—\/§—é), zo—za—:\/ﬁ-[-g', I
” B=% 20-24=%(\/§+32')a |
; ' |
zs=§(v/?_;—i), 2 — 25 =1

‘et donc .
Res(f, ) = V-t L R | - MG~ i
Ona: !
1 2 R?Rdt |
(1) . f@)z= | g '
(1 2R2 2t1r/3( R /3t !

(2) s f(z)dz = / L~ t)ﬁRﬁeﬁsrﬂB = » f(2)dz, :

-

(3) |fr f(2)dz |- 0 car :

T3 R2plt i
| _/PM f(z)dz |=R| /ﬂ wdﬁ I< szm.

On tire du théoréme des résidus que : '
F@)dz+2 [ fla)de=2im— =12

-

Trz3 Tra 6 3
et donc, lorsque R tend vers l'infini que
+00 2

m T

o= dz.
3 g l+a:5x

Exercice 4. Calculer

+oo
o
/ i .Sﬂz i
SR o o B
2 Indication On considérera
& ‘ - . i I ] einz
A8 ,/.p22+2z+5dz

ou I est le contour donné par I' = PIUFgavecl"l—{zER -—R<z<R} I -.{zEC'|z}~—.
'R Im(z) > 0} ot R est un réel positif qui tendra vers I'infini. , o d
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Corrigé 4.Le dénominateur de !'intégrant, 2 + 2z + 5, ne s’annule pas pour z € R; de plus,
s = O(J) si ¢ = —o0 ou x — +00, ce qui assure que l'intégrale existe.

T2 42x45
0s01s
“+00
COsS X
[ = / L

o T242z+5
(,t:rz " . .
et considérons la fonction f(z) = p e et I'arc I" donné. Les pdles de f sont z; = —1 + 2i qui
est entouré par I'arc ' et z, = —1 — 2 qui ne est pas et on a donc 2% +2z+5 = (2 — 21)(z — 22).

Le résidu de f en z; est :

Ei'rrzg ci'lr(—l+2i} 1

— — it —21r.
Res(f,z1) = (1 — ) = 1+ 2+ 1520 4{6 e 4£e

Le théoréme des résidus appliqué & f et & I" donne :

et . B 1 e
/1"_732 Tk dz = 2irRes(f,z) = e

Paramétrons l'arc I'; : 2(t) = Re*, t € [0, 7). Donc :

P s;rrR{cou t+isint) P
i1 Re"dt
/r, PTG f R?% + 2Re't +5

etona:

e—rRsint

<
R/U | B+ 2Ret 15| %

‘“‘2 d
f[‘z Trays 02

Pour ¢t € [0,7], e"™R#nt < 1. De plus, | R%®* + 2Re® + 5 |=| z(t) — 2, || 2(t) — z |> (R — V5)?,
puisque | z; |=| 22 |= v/5. Finalement,

Urg z2+:';;+5 ’ < (R%g?

et donc / T-I—ET dz tend vers 0 lorsque R tend vers I'infini. Il reste donc du théoréme des

résidus, aprés avoir fait tendre R vers l'infini :

/-oo eine * cosmT +isinwx T _on
—_—dz = =ik
o X2 +2+5 o T2+2T+5 2
et par conséquent :
cosSTT T
P o el
f Fromis T T
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Exercice 5. Calculer

f“'m COSZT
dr.
o 4+t

el
_[« 4+ 24 s

ot T est le contour domné par [ =T UTp avec Ty = {z e R: —t S 2 S i}, 12 = {ze L
R,Im (z) > 0} ol R est un réel positif qui tendra vers I'infini.

Indication On considére

Corrigé 5. Premlérement 4+ z* > 4, Vz € R donc le dénominateur de I'intégrant ne s'annule

pas; de plus, 7% = O(;ﬁ‘)’ si T — —0o ou T — 400, ce qui assure que I'intégrale existe.
Posons
[ T dod /2/‘“’“ cosT
- 0 4 -+ .'L' S 4+ 2’:4
e:'z
et considérons la fonction f(z) = = et Parc T donné. Les poles de f sont z1 = 1+1, 22 = —1+i

qui sont entourés par l'arc I et za — —1—1i,2 =1—1quinelesont pas et on a donc 4 + 2* =

(z — 21)(z — z2)(z — 23)(2 — z4). Calculons pour commencer

21—21=0, ZQ-—ZLE»—Q‘.

7n—-2=2 2o — 29 =0,

2y — 23 = 2(1 +1), Zo — 23 = 21,

2 — 24 = 20, 7 — 2 =2(—1+1).
Le résidu de f en z; est alors (rappelant que 2=(1-2)(1+1)):

z et gil+i) eillt) ; el=1+1)
- = — — - i(l—1) = —1—1)
Res(f, 1) (21 — 2) (21 — z)(z1 —2)  8i(l+7) 16 ( ) 16 (
Le résidu de f en 2z est :
eizz il—14) pi(—1+) (1+4) e—'(1+¢) .
— - —_—= % +1)= —1
Res(f,zg) (22 — 21) (22 — 23)(z —2a) —8i(—1+ i) 16 16 ( )
Le théoréme des résidus appliqué & f et & I' donne :
& G tecel i) LI RN
——dz=2im cosl +sinl)=——I(cosl+smnl).
ﬁ R e 2
Paramétrons I'arc Ty : 2(t) = Re®, t € [0,7]. Donc :
it T eiR{cHiaint) ;
dz = - iRe*dt
_/r24+z4 é g IRk e
etona:
gz Ramt
lfr,T-a'-?'dz|—Rf |R“e““+4l
: . 8/07/12017 wsa#++YALIDEUR en proba vers la LICENCE****** ! Pa 3
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Pour t € [0, 7], e"B%int < 1. De plus, | Rie* + 4 | > R* — 4. Finalement,

| s e] < g

iz
et donc / = i ; dz tend vers 0 lorsque R tend vers Iinfini. Il reste donc du théoréme des résidus,
Iy 2

% TR . - yoe s
’ - apres avuil taau veualc o verd & unuall .

00 i o0 aicn =1
] e da:z/ cosa:-i—tsmde:?re (cos1+sin1)

oo IV 44 '+ 4 4
i et par conséquent :
X cosz e
I= — dr=——/(cosl+sinl).

i /9 44 8 ( )
-y

-

e |
Exercice 6. On cherche & calculer I = f 2 dz.
) 0 14z

(1) Vérifier que 'intégrale I est bien définie.
(2) On pose f(z) = r7z. Trouver les poles de f.

i (3) Applguos lo thiordme deo récidus 2 la fonction f sur le contour suivant, avec R>1:

Im

Ty
\\
0

(4) Montrer que fz}dz+/ f(2)dz=(1—¢"s )f 1+$3

(5) Montrer que hm f(2)dz = 0. 6) En déduire que I = 7
L2

Corrigé 6. (1) La fonction o5 est continue sur R*. De plus 1 + 2° > z%, ¥z € R*. Donc
[P mda< [ & dz < +oo. Ainsi I est bien définie.
(2) Les poles de f sont les solutions de 1+ 2% = 0. On trouve donc 2z = e = “, pour k=0,1,2.

(3) Le seul péle inclus dans I =(J2, T est zp =e¥. Donc le théoréme des résidus donne :

Z z)dz = 2imRes(f, z).

i=0
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(4) On afr f(z)dz = fn _xidx
On paramatre I' par z(t) = te’s", avec ¢ qui décroit de R & U. On trouve az = € s ar. vonc :

fae= [ a o [ La
= —_— = —g 3 P —
Ts R 1+ 3% o 148

Done fi, f(2)dz + i, f(z)dz = (1-€*) [F _L; da.

(5) On paramatre I'; par z(t) = Re™, avec ¢ qui varie de 0 & 2, Donc dz = Rie'dt. Ainsi :

f(z)dz:/%n-ﬁ?u—dt :
- 0 1 + R3edtt
' *
dz|| < —R —
| . f(2)dz|| eéﬁ)L 11+ R3e3ie|’ :
- 2_?1' 'R . —
=3 m-1 E
Done limpo [1,, f(2)dz=0.

Donc :

(6) On a Res(f,z) = {ﬁ}z=m' Or f(z) =

1
(#—z0)(2—21)(z—22)"
1
e

1

T Doy
1

 (1+e¥)2isin(2)
En faisant tendre R vers +o0o dans I'équation (1), on trouve que :

Res(f, z0)

(1-e¥)r= — 2
(1+e%)2isin(Z)
I= .
sin(3)(1+e¥ — %" — eir)

™.
sin(%)(2 + et (e ¥ —e¥))

sin( (2+2sm( )
27r

3V3
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Exercice 7. Soit A € R. On cherche & calculer f dz
g et

(1) Vérifier que si A < 0 ou A > 1, alors la fonction %:; n’est pas intégrable.
(2) Vérifier que si 0 < A < 1, alors la fonction 1"_:—;, est intégrable.

(3) On pose f(z) = 1+_= Quels sont les pdles de f7
(4) Appliquer le théoréme des résidus sur le contour suivant, avec R>0:

Im
I's %

Iy

]_-‘4 = i

-R r, R

(5) Montrer que frl f(z)dz + [, f(z)dz= (1 — &%) ffR lf::, dz.
(6) Montrer que limz—co | [p, f(2) dz] = limp—co | J;,, f(2)dz[ =0

» . Ax T
(7) En déduire que [%o, 15= 4% = 5wy

2y

n’est pas z€ro.
De méme pour A < 0, la limite des— +e,
A=>1lou A<0.

en —oo n’est pas zéro. Donc lintégrale n’est pas définie pour

< eA-12 qui est intégrable sur [0,00[ si A < 1.
Az qui est intégrable sur | — 00, (]] si ,\ > 0.

2) == L vyreRet donc 1+e==

I_<1 V:cf:‘Ret.don 1+e,
Done. [0 = *_ dz est définie pour 0 < A < L.

1+‘”

(3) Les poles de f sont donnés par z € C tels que e* = —1. Clest 3 dire z = (2k + 1)im, k € Z.

(4) Le seul pble de f contenu dans T’ = |Ji_, I'; est zg = im. Donc

- Corrigé 7.(1) On a 2 < 0.Vz € R et VA € R. Or, pour A > 1 la limite de 3%:,% en +oo

f}f(z dz-z_/ f(2) dz = 2inRes(f, z0)- _ :

i=1

(5) Sow 1g = J g 7 0. AlOTS Jp, 7\2)d2 = Ir. _
. De plus une parametrmatmn de I'z est z(t) = 25w — {1, , Bvee te[-R,R]. |
21w —1t e~ : g .
3 .. Donc [, f(z)dz = e [ Ii(mm-’e dt = —e?2= [F o= dt. Aprés un changement de variable, on

~trouve donc que : -
fdz+ [ fa)dz=(1—-*)n
I s

s
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: o eMf o
dr = I,.2,|- ARH) gy AR “ru :—m—;l dt.

(6) On paramatre I'; par 2(t) = R+it, t € [0, 27]. Donc frz f(2) ) W o
. Donc || [i,, f(2)dz|| < *® 5l ik Ot < 27—, qui tend vers 0 en I'infini, car A €]0, 1[.

De méme, | [, f(2)dz| tend vers 0 en I'infini.

(7) On calcule maintenant Res(f, z0). Comme z, = i est un pole d’ordre 1 de f, donc Res(f, 20) =
_zg)els . : :
S} =2 Si on développe e* autour de 2o = im, on trouve
1 . etm . \2
e=e"+e"(z—im)+ ?(z—w) A onr

S = . ; == pAT
Ainsi 1+ ef = —(z—im) - & = _(z—im)(1+ 2= +---), et Res(f,20) = —€7
On trouve donc ff:oi%d:c=2iﬂ‘;§§-i%? T2 ;};%m = HE;?}-

st

Exercice 8. Calculer, en utilisant le théoréme des résidus

oo $2
/_m A+ 2P

Corrigé 8.La fonction f(z) = (l?”:?: est paire. Elle est continue et bornée sur [0,1]. De plus,
1+22 > 2% Vz €R, et donc 75 < 5, Vz > 1. Finalement, f(z) < 5, Vo > 1 et f est intégrable.
11 est donc justifié cle2 calculer l'intégrale.
_ Posons f(z) = zy- Cette fonction est holomorphe dans C — {—1t,+i}, les points —z et +z étant
les pdles de f, chacun d’ordre 2.
On tente d’appliquer le théoréme des résidus avec le contour fermé union des arcs (R > 1)
Tr={z=t:teR,-R<t<R}, Te={z=Re*:0<t<n},

parcouru dans le sens positif (ici des ¢ croissants). Le seul pole entouré par cet arc est le point z = i
etona

-

-
z=1 - 4?:.
Montrons que fr.c f(2)dz tend vers 0 lorsque R tend vers linfini. On a, pour z = Rei € T e
21t 2
e R
(14 R%*)?| = (R? - 1)2

— | 2=
= |7

Res(fsz=i)=|%('z.%:)f

2=i

‘"

|f(z)[ = R2I

-

et donc -
Jro 18] < mr i

qui tend vers 0 lorsque R tend vers I’infini.
Par le théoréme des résidus, il reste, en faisant tendre R vers l'infini

= g s
/-.-ao (1 +-'132)2 - 5

2017 **#****VALIDEUR en proba vers |a LICENCE****++
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~ Exercice 9. Calculer, en utilisant le théoréme des résidus
zsinz
‘ 1= [ aram

Indications :

=1iT

(1) Montrer que J = fm —i'r-'——d:c
: R T Jusy (1 22)?

(2) Utiliser le théoreme des résidus avec l'arc fermé g Us ou I'p = {zeR:-R<z< R}et
[s={2€C:|z|=R,Im(z) <0}, R étant un nombre qui tendra vers l'infini.

Corrigé 9. La fonction g(z) = (11%-—,_,-3-2- est intégrable sur R. En effet, g est continue sur [—1,1]
x

ize=t | o g iTCOST

et pour |z | > 1 m < —4-, done | e |< —5 Ecrivant e™** = cosz —i8inx on a que ———— T+ 22

S zsinz : ; e © zsinz
est impaire et -(-1_472)5 est paire. On a donc bien J = /_m mdfc == f_w "—(1 e 32)2433-

-1z

La fonction f(z) = %75 posséde deux péles d’ordre 2, z; = —i et z; = i et on peut écrire
1+ 22 = (z—1)(z+1).
Seul le pble z; = —i est entouré par le contour donné. Soit g(z) = ie"’m ; calculons sa
dérivée :
_ l(z —4)2 — 22(2 —1)
gle)=ie" [ t)(2: (z —1)*
o i) [ =2
B (z - ?-)2 MeEDH (2 —1d)
B — 2241
- (z =P
et donc
e =
gd)= det’

Donc Res(f, i) = 4—";
On montre que, lorsque 1 tend vers l'infini, [.. f(2)dz tend vers 0. En effet, pour z(t) = Re*, t €
[r,2r], on a:
e~ % e~ tRcost+Rsint R

f2) |= 1+z2}2 =R 13 L+ Ry | S o1y
et donc :
R2
L L
[ fez 1<
& fzo’l? wxexv*VALIDEUR en proba vers Ia LICENCE"***** m. 130 .
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Par le théoréme des résidus, on tire alors, R tendant vers 1'infiui .

* zsinr ot T
fwmdx = —-(217!‘)& — 26.

En effet, le contour donné se parcourt dans le sens négatif, ce qui justifie le changement de signe.

£
E
£
§
L
E
K
K
c
c
K
E
E
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Université Félix Houpouet BOIGNY 2012/2013
UFR M1

DEVOIR DE CONTROLE CONTINU
Licence 3’:‘“ année : UV de THEORIE DES NOMBRES
1" SESSION - Mardi 17 juin 2013 - 2h

EXERCICE 1
Soit A = {f : N* = C } ’ensemble des fonctions arithmétiques muni du produit de convolution
de DIRICHLET : (f * g)(n) = Za/n f(d)g (3) = Zaarn f (d)g(d).
On note (Tp(f))(n) = Xa/n f(d) la transformée de DIRICHLET de f, et on rappelle que :
1sin=1
u(n) = 0si31#d*/n étant la fonction de MOBIUS, I’élément neutre de
(1" sin=p,* ...p.% et p; # p;.

1a loi * vaut : e(n) = (Tp(w))(n) = {1{]5; ;:nl.

1. Montrer que la convolution est associative.

2. On suppose que f € A est multiplicative i.e f € M, c'est-a-dire que :

f(1) =1et f(mn) = f(m)f(n), Y(m,n) = 1. Montrer alors que f~1(1) =1letque

f~1 existe (exprimer pour cela par récurrence f~'(n) en fonction des f “1(d) oud/n)

Effectuer enfin une récurrence sur mn (en évacuant le cas mn = 1) pour établir que :

f~1(mn) = f~1(m)f (n), ¥(m,n) = 1. D’ou l'on pourra conciure que: J > est

multiplicative (on sera amené a utiliser le fait que [(f ~* = £)(M)][(f “1x f)(m)] = 0).

3. Application: Considérons f(n) = (-1)™*1: Montrer que f € M. Déterminer =" et
I’exprimer en fonction de u. On pourra calculer F~1(p%) ol p est premier ( on discernera les
casp=2etp *2).

EXERCICE 2
a) Soit k < n des entiers naturels, montrez que (i) = FE:_lk_}' est un entier naturel. (Utiliser
la formule sur v, (n!) et le fait que si -z— =p,%p,*2 .0, €Q, alors% EN® q;20).
b) Montrer que 1009 est un nombre premier. 713 est-il résidu quadratique modulo 1009.
c) Soit le nombre x = [1].
- Ce nombre est t'il réduit ? que vaut son conjugué x’ (c'est-a-dire I'autre racine du
polyn6me de degré 2 dont x est racine). Que vaut le produit xx’ ?
- Calculer x en résolvant une équation du cecond degré ¥ <’annelle le nambre
d’or. Calculer les six premiéres réduites de x. Que constatez-vous au niveau des
numérateurs et dénominateurs ? Exprimez cela en termes de suite : C’est la suite

de FIBONACCL En déduire la réduite : 22

430

EXERCICE 3 | .
a) Résoudre la congruence : 125x = 275 mod450 . Combien trouvez-vous de solution ?
= —3modl2
b) Résoudre le systéme congruentiel 1 x = 3 mod5
x = 7 mod49
¢) Donner le DFC de V31 donnez-en la 8™ réduite et donner une majoration de |\/3_ = l;-‘-“-
B
-FIN- :
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Exercice 1
Soient a,m,n € N* smca 2 2etm<n. Ot nobe d= (a™ — 1} Afa™ —1).
1. Moutrer qus a® =a’[o™ — 1] pout un cerkain entiar positif r <m
2. Eild!ﬂtﬁquad=(a'—.[)A(¢"—'l}.mnﬁtﬁqﬁdau‘"“"’-—L
3. A quelle condition o™ — 1ja™ - 17

Réeoudre dans Z¥ les équations
8)03z—2lg=-3

b)B3z+Ty=8
c) 176z + 44y = BB,
A) 1) Démontrer qu'il existe mmﬁnit&énmmhﬁpmmm congrus A ~1L modulo 6.
2) Soit'n mn entier > 2. D&nmerqn'ﬂ-uﬁamhﬁniﬁammbmmhqﬁmm:wmll
modulo .
B) 1) a) Enonces s démontrer le Petit Thiordme da Feomat.
b) Justifier la méthods REA en cryptographie, en witilisant ls Thictéme d"Eubie.
2) 2) Montrer que i p est un nombre premise tel que p=3 (mod 4), il Butiste pes d'entiet o € Ztel que a2+1
soit multiplsde p.
b) En déduire qu'il exizte une infinité de nombres premisrg congrus 4.1 wodulo 4.

ALstrIIAL IMENA cw conhn ware la | ICENCE 408 Page 134
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; 1) D&terminar dans 72 Tes soligbioing Qe 1’equg,{;;on B2z }Szy-m 2.

2) Résoudre dans Z* les, éqwatmns :
a) 45 =+ 85 y =10 .

LauN

Nagsrhived
dmagm { S wpiens)

faodulg 67 (Inglce gnr‘%mﬁw DS ni s
__unfacteurpremierde,ﬁpx Pr—1). g

+ 2..Soit 1 un entle%sﬁrictemrnt positif. Démontrer qu’ll a:dste une. mﬁnite
deuombrea prémiers qui ne sont pus congrysd L mogule 7.

3. SoitneZ. Démo.nf.:rm que ﬁ_lﬂ(n —_{-. 1)(n +.2).

5

ement gt n est up

B Montser qus Pmm zf "‘z *‘-'-Sf un lﬁtégre o ot setiler ent; i'n esk ut
) nombm premier. -
2] &) Caleulr (SW - 5) A 25“

b) Culculer le pgod de 2448 Tet18.
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Université FHB

UFR-XI

Licence 3: S M

Année académique 2015 —2016

Exanen de de théorie des nombres,
session 2016, 2-h30

Exercice 1 : (3-points)
Calculer les pged suivants :

1 (4"~ 15) A 35
2. {2~ 1A+ 1)otabeN

Exercice 2 : {6-points) .
Résoudre dans Z2 les équations suivantes :

1. 35z 4+ 125y = 5

9. 123z — 54y =6
3 oy = 327
) Ny = 109

Exercite 3 : (&-points) Démontrer quiil y 2 une infinité de nomnibzes pre-
miiers.

Exercice 4 : Cryptogaphie; méthode RSA ( T-points)

Bob donne sa clef publique ¢ € S(§2) & Alice. S(Y) est I'ensemble des
permutations de.l’ensemble
Q= {0,1,-- ,9YU {4, B, , Z} tt o est le produit de cycles .
1. Ecrire-o cn produit de cycles A supports disjoints.
2. Alice envaie lo message suivant & Bob :
HOMMQ( 01 ZOUWROUTO EMMO00 KAIN
Daeowvréz fe message que Bob lira.

SLeaLILIAN IREEIN m ko srmme 1 | ICEMAE PO Pane 138
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Salent a,m, n € N* avec a > 2 et m < 1. On.note d= (a® — 1) A (@™ —1)-
1. Montrer que ¢® = a"[a™ ~ 1] pour un-certain-entier positif r < m.

2. En déduire que d = (a” — 1) A(a™ — T}, en suite que d = o™ —1,

3. A quelle condition ¢* —1ja® —1?

Exercice 2

Résoudre dans Z? les équations
) 8xr-12y=3

b) 16c+ 4y = 22
o) 36263 y=1d
Exercice 3
A) 1) 8) Bnouves et démontrer le Petit Théordme de Fermat. i
b) Enonices et démontrer le Théordme d'Euler et justifier la méthode RSA en cryptographie.
B) Alice vaut recevoir des mesanges chiffrés en utilisant le RSA ‘
Elle choisit p = 41 et g =29
1) Déterminer le module N et ¢ (¥).
‘Elle cliolsit s = 13 et calcule se. clé privée d,
2) Déterminer d I clé privés d°Alice (modtlo @ (N)).

‘Bob veut envoyer l¢ message’S C I E N C'E S Alice.
3) En utilisant le code ASCH, qus m-mmm!u?

M;AB(_J-D'_E‘FG___ J_K'_‘ILH
oode |00 G0[67 |08 09 0|71 || TA[TH|T |7
carcties [N | O r$ RIS [T 0|V WX ¥ [2]
=k (T80 B |82 | & (64] & 86 |47 |68 8| 90

J)Mhm&mmeMﬂpémhhwhmm
8) Comment Alics dbchiffre-t-alie J6-message de Bob T Déchiffres Te.

Soit p un nombre premies. i s ;
qummtmﬂkamlsyv—ll ) st diviitlepary.

mhdﬂmqmwrmaﬁmaeu,{n+§)'ad‘+b'(modp] :

& Moutrer qus pour tout eotier n, v =27 (mod pf (edhpmﬁmthl’mat.}

tﬁfmipmdhdnuwn? ; :
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- 1 Fiche 1 Divisibilité; division euclidienne

BExercice 1: Combien 17! admat-il de divisenzs ?

BExercice 2 Trouver le reste dé la division par 17 dunombre 106°%%.

Exercice 3 Sachant que I"on & 94268 = 355x2654-198, déterminer, sans faire la division,
le reste dela division du nombre P4368 par chacun des nombres. 265 et 355.

Exercice 4 Démontrer gue le nombre 7%+ 1 est divistble par 8 sf n est impair ; dans le
¢as 1 pair, donner le reste de sa division par 8

Exsroice § Montrer que'Vn g N ¢

) ni{n + 1)n + B} + B) est divisible par 24,
a(n + 1){n + 2)(n + 3)(n + & est divisible par 120.

Bxercice 6 Montrer que:si'n est un entier paturel somme de deux carrés d'entiers-alors
le reste de la division eiclidienne de n par4 n'est jrenais Sgal & 3.
Exercice 7
1. Pour tout couple de nombres téels {2, ) montrer, par récarrence, que pour taut # € N”
o1 ala relation i

(¢ 2"~y = (a:—y)-zw*y"""*-

2. Soit {a, b, p) des entlers tléments-de N. \qusﬁu&beﬂuﬂufeﬂwwe
6==e+;nL alors pour rout 7 € N*, 4l existe wy entier m € N tel que b = n" -~ pi.

8. Soient ¢, b, p des entiers Eléments de N an utilisant la question 3, montrer que i 2 —%
« €8t divisible par p,

el

debp—&—t

est ause divisible pax p. En déduire, &I‘aﬁdsﬂetaqmﬁm%atdblafox‘uﬂle@qm
gia_&estdxvzﬁlﬂamp"i.& 1l éxiste nn entler | € Ntél que u — b = |p", alors

a® — P est divisible par ™.
Exercice 8 |
1 W que le reste de Ia diviston, eadlidientis par 8 du cazré:de tout nombre impatr
2. Montrer de méme que tont nonfbre pair virifie? =Gfg) on w7 = 4[8.
3. Solent a,b: ¢ trois entiers Jpelrs. Détertiiner la vésta inodilo 8 de-a? + ¥ 4-¢* st colui
de 2fabr4-be 4 cuds
4. i déduire giie-ves dewt noribres nosent pas des carvés puiy gne ab-+ be+en 1ion phis.
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x - m — R a3 ‘
o ——

L

Indications

Exercice 1 1} ne faut surtout pas chiercher & calowlar 171 = L X 2% 3 X 4%+« x 16 x 17,
mais profiter du fait qu'tl est d&jk “presque® fortoriss: ’

Exestica 2 T faut travailler modul 17, tout d’sbord rédidrs 100 moduls 17. Se souvenir que
g a = bfn] alora o* = b*[n]. Bnfin calculer ce'que tels-donne pour les exposants = 1,2,3,. ..
o gssayant de trouver une zigle générale,

Exercice 3 Le reste d'une division enclifienne est plus petit que le quotient !

Exercice 4 Utiliser les modulos (ici madido 8), un entisn est divisible pax 8 si el seulement si
il est dquivalent & 0 modulo 8. Jci vous pouver commencer pur calculer 77(8].

Exercios 5 Constater que pour 4 nambres conséoutifs il y a nécessairement, des.divisaurs de2,

Exercice § Berire n = p? 4% et Studier las differents cas de patité de pet g.

Exarcive 7

1. On pourrs. écrire de deux manidres différentes Ia quantite y(z® ~ y*) + (2 ~ )™

2. Utiliser'ls formmule [+).

3. ‘Utitiner I question 2 et Ja Sormule (+):

Fxercice §

1. Borire n=2p+ 1.
2. Ebrire n.s= 2p et discuter selon qus p est psir ou impadr.
3. Utiliser ls premidte question.

4 Pax I'shenrde supposer que-cela.s’écrive comme un card, par exemple 2%4-5 + c¥=n? puis
discuter-saion que. v est péir.au nou.

#44+4*VALIDEUR en proba vers la LICENCE******
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Indications
Exercice 1 I!-nefmtsurtm:tpmchm'cheréﬁﬂmﬂw 17 =1 X2 X 34X s&-lsx.w

mais profiter du fait qu’il est d&ja “presque” ‘factorist.
Exercice 21 i'aut travailler modulo 17, tout d’sbord réduire 100 modulo 17. Se souvetiir que X

si a = bln] alors o* = B*[n). Enfin calciler ce que cele: donne pour les exposants & =1,2,3,...

en essayant da trouver une:rigle ghnérale,.
Ixercice 3: Le-resta d'une division a:chd:enns est. pIus petit que le-quotient |

Exercice 4Utﬂis&rlamdulos{id mndulnB} wmbmrestdxvisxhleperaaietamﬂmmd

il est équivalent & 0 moduls 8. Taf vous pouvez commencer-par caleuler 7°(8].. :
Exercice 8 Gm:stn.ter queppurd. mbres mm&autxfsﬁyanmsaiment des diviseurs de2;

... (bous distinets).
Exercice 6 aneﬂmp’-i-qz et étuﬂlar les différents cas de parité depet g.
Bxercica? .- ¢ ¢
1. On pourra écrire de deu;.ma;:n_iérea d.iﬂ'ermtm la qgmﬁtéy(x" -y (z - y}z"

2. Utiliser Ia formula {(*).
3. Utiliser Ia qoestion 2 et la: formule, {*]

Exercice 8

1. Bcriren = 2'17-‘-@-'1 _
2. Beriren=2p etd.tscutarselanxmep mtpmr ou {mpair,
3. Utliser I premitre question, 6

4. Parfsbmudemppﬁsatquﬁmﬂaa’bcﬁ?&cm un caxxé;par exemple 0"-}-5’-}-(’.3‘3-.7!‘2‘])1:‘3
d!scum* salonque v estepair ou nom. i

e b :
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Eh[ﬂ'!ﬁﬁ;&l:ﬂombiﬂnlﬂadmﬁﬂdedivhm?
Indication

HMWMP@W&WI‘H=Ix2x-3x4x---x16x1‘z, masis profiter

du fait qu'il ess daja “presque” factoriss. ,
Ecrivons la décomposition de 17} = 1.2.34...17 en facteurs premiers.
17 = 2%.38.6%7%.11.13.17. Un divissur de 17! géerit d = 2°.35.57.79.114187.17% avee 0 <

@as15,0SA<60L7<£3,0<¢<20<e<1,087<1,0<p<1 De
plus tout nombre d de cette formie. est un divisenr de 171, Le nombre de diviseurs est donc
(I8 + 16+ 13+ 1){2 + D1+ (L + 1)(1 + 1) = 10752.
Exercice 2 Trouver le reste de la division per T7 du nombre 100899, _
Indication 1l faut travailler modulo 17, tout d’sbord réduire 100 modulo 17. Se sou-
venir que s ¢.= b[17] alors o* = §*[17). Bnfin calculer ce que cela dome pour les exposants
k=1,2,3,... en essayant, de trouver une régle générale:

Correction I segit de calouler 100°% modulo 13. Tout d'sbord 100mod 17 = 15
100 = 1517 done 1001 = 15017}, Or [5* = 4[17], 16¢ = 16[17} = —1{17}. Donc

157000 2 15990 = (—1)% = 1[17). ' :
100 1m0 17 = 1,

Exercice 3 Sachant que Ion & 94268 = 354 x 265 + 458 , déterminer, sans faice Ia
division, lexaste de la division du nombre 94268 par chacun des nombres 285 et 354.
_ . Attantion le reste d'ine division euclidienne est plus petit que le quotient |

Corrsction La. seule chose & voir est que pour une division suclidierme le vests doit
#tre plus petit que le quotient. Donc les divisions euclidiennes s%crivent ; 94968 = 265 x
364 + 458 =265 % 354+ 265 + 198 = 265 X 355+{108 et

84268 = 265 x 354+ 458 = 265 354 + 354+ 104 = 266 x 354+[T0d}

RXErcies 4 Démontrer que le nombre 7+ 1 est divisible par 8 s st impair ; dans
le cas 7 pair, donner le veste de sa. division per 8. _ :

Indication Utiliser les mioddos (el modnls 8), un entier est divisible par 8 s at seule-
mant &iil est Squivadent &0 mipdulo 8, Ici vous pouves commericer par caleuler (8]

Correction Reisonnons moduls 8 ;

Ta - mod 8).

Donn :
T+ 1= (1" 41 med 8).
Lexesta de la division enclidisnne de 7° 41 par 8 est donc {—1)*+ 1 done Sin est impair
alocs 7+ 1 est: divisible par 8. Bt i n et pabr 1841 n'est prs divisible per 8.

Exercice b Moritrer gue Yn &N :
®(n + 1)n + 2 (0 + 3) et divisible par 24,
3
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n{n -+ 1)(n + 2)(n + 3)(n +4) ost divisible par 120,

Correction 1l suffit de-consttir que pour 4 nomibres conséoutifs I _

. un diviseur de 2, un diviseur de 3, un diviseur de 4 (tous distinctd). Done le prodult ded
nombres conséeutifs est divisible par 2 %8 x 4= 24.

Exercice 6 Montrer qmsin.estunmnmnlsbmm&de dieux carrés d'entiers
alors le rests de la division enclidienne de 7 par 4 n'est Jamais égal & 3.

Correction
Berire n — g +g* et étudier Jo reste de Ia division euclidienne de n par 4 en distinguant les
différents cas de parité de p et-g.

Eixercice 7

Correction

Pour 2 S p divise b — o alors p divise sussl 8" — o™ d’spres 1s formule (%).

Pour 3 On utilise Je résultat dela question préckdente evecn =p —k —1 por fcrire P41
en fonction de oP#~* modulo p dans ¥ g 6572, On peut alors conclure.

P =a™+ (b~ a) Yo ol

301 Mgk o T (ur-b—I ES EY pa-a ﬂ(,,__aé—k-t-}.-l) -

-l el TP (a”**“‘* + ey a“b?“*‘i—ﬁ-i) =

= Ak akar -t 4 TS ok (b a) Tl aeph e

=pa?l + (b~ a) m Y ?‘ﬂinﬁ,y-k—l-h‘-i

multiple de . -

Exercice 8

Soit 1o um nombre impalr, slorsilPerit n=2p+ 1 avecp € N. Mestenant n® = (2p+1)* =
47 +4p+ 1 = 4plp +1) + 1. Dosew® = 18]

1. 8im est palt aiors §l existe p € N el que n = I, Es n? = 4p*. Sl p st pair alors p* est
peir etdong n? m 4 est divisitile:par 8, done n? = 0f8]. Sip est impatr alors 7* et impair
ot done i3 = 4p° est divisible par 4 mals pes pax B, doue v 2= 4{8].

2. Gomme g est tmpate alors Faprés Is phemidrs question o2 = 1[§), et de méme ¢ = 1[8],
& = 1{8}. Dome a® + PP+ ¢ = L4141 = 8[8] Pour Vautre reste, dcrivons @ m 2p+1
et b =29 + 1, ¢ = Or + 1o alows 2ab = 2(Zp+ )2 + 1) = 8pg +4(p + ¢) +2. Alora
2(ab + be~+ ¢a) =Bpq + By~ Bpr + 8(p + ¢ +r)+8, dome 2{ab + be+-ca) == 6[8].

4. Montroris par I'absurde wus s nopibre 67 8% 4 ¢¥ ulest pas le carré dun nomibre entler.

’ Supposons quilexdste 7 & Ntel que a Pt = il Nous savons quea® + 0% -+ 3{8).

Sin et impair alorsn? == 18] et.sl 1 mst pair-alors &% = 0}8] on n? &= 4[8). Dana sous
les cas1? n'est pas podgrn A § modits B, ‘Dine 1l i 5 v contradiction. La conghusion set

4
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Powr ab+bc + ca il faut rafiner un peut Vargument. Si ab + be + ca = n? alors selon la
pavité ds n nous avons 2(ab + be + oz} = 2% = 2[8] ou A 0[8]. Nous remarquons enfin
que ab, bcy ca sont trois nombres impairs; et dono leur somme st irpaire, Par conséquent
% est impair (sinon 7 serait paix), donc @b+ be +ca = n? = 1[8}. Ce qui aboutit & dne
contradiction. Nous avans montver que ab -+ be+ éa n'est pas un carré. :

A # F F FFFFEFEHEEUT" " EWww

******VALIDEUR en proba vers la LICENCE®***++

Scanned by CamScanner



‘QUIPE VALIDEUR* *+*+++++sgQUIPE VALIDEUR®***********EQUIPE VALIDEUR®***********EQUIPE VALIDEUR"***

Exarcice 1 Calculer lo pgod des norobres suivaitts :
1. 1026, 612, S
2. 360, 780; 150. : Ay
3. 540, 9000, 2250. '
Exercice 2 g
mmmmﬁmm&ap@dme:demw De méme avec
pged 18 et produit 8480,

Exercice:3 ‘Caloules par FalgorithmedEaclide : 1848045828, Ex déduire une &riture
de 84 commie combinaison: mﬁms«m

Exmmee& NMmﬂi m;nmawm&m
4 thahm&k&mﬂuﬂﬂmmham& . F

awmﬁmmgﬁh&arﬂaﬁﬁu&v%mm+bpaﬁ

Exercice 5 Résoullve damse 2.~ : r
a) 16652 + 1035y = 45 b}m-l-amyﬁﬁ
©)148z+33y =12 e :

M?m&m | | i

Ehr.a:d]wi nwmmmd@m&mﬁummmm -

Exercice 2 Bolent a,% duex entists _'mms,ﬂumm Solt o\ ) s que
a-:sa'ab-m' mwm argotmme. | :

wad et IADN INEIID an neaha vare In LICENCEY2f?
"""" e e s e £ o
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2 Fiche 2 pged, ppem, algorithme d'Euclide
Catrection "
1 1028 =2x 33 %106t 612 =27 % 3¥x 17
dm-hpgmldslﬁﬁetmatﬂxa'zl&.;_

3 360 =2®x3¥ x5 80=2x3x5x13et 150 = 2 x 3 x 52 et donc le pged de ces
troig nombres est 2 x 3 x 5= 30.
god (360, 780, 150) = 30 i

3. 5i0= 29 x 3 web: 9000 = 2 x 3 x 5 x 101 et 2250 = 2 ¥ 3% % 5°

pgod (540, 090, 2250) =2 3 X5 == 90. :

Exercice 2 -

Déterminer les conples d’entiers natnrcls de pged 18 et de somme 360. De méma avec

e 360. Soit o’ ¥ tel que @ = 18a’ et

Soient a,b deux extiers de pged 18 et de somme
b= 188. Alors o et b sont premiers entre eux, et leur somme est. 360/18 = 20. )
Nots: porvons facilement. énumérer tous les couples dlentiers naturels (¢, &) (a’ < ¥) qui
viiiferit cette condition, ce sont les couples =
-(1,19). 3, 17), (7,18), (5 11), (11, 9). (13,77),, (17,8)-(19,1)..
" Pour obtenir les -conples {a;b) Techerchés (o < b puis & < of il suffit de multiplier les
couples précédents par 182 '
(18,342}, M;W%‘(Iﬂﬁ;wm(mlﬂﬁk A
(198, 167), (234, 126), (306,541, (342, 18)-

(s ﬁﬁzfp\f&) =ab

'm.-a;:tég;aﬂnuﬁ"x?xﬁ E
jﬂ'uﬂ'g’)ﬁsﬁxﬁnlﬁb#% 3’&5{5& o
e o B) = (43) o (351, (onsf) = (8) . |
S b= OUm D s (5

(0,8) E42 % B B x B X 8),(2x P X GF X PP x FxFIXI), (P % 2% Fx8),}

ma mw HEOET e Hot B: Imﬁmﬁ" dut mm

A s apagnnnnnnmninmnmnmnuouuavawy

18485 — 9828~ 8652 : : AR
5 “
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0828 — 8652 = 1176
8652 —7 x 1176= 420
1176 —2 % 420 =338
420 — 336 =84
336—4x84=0
pged (18480, 9828) = 84; R .
25 % 18480 + (—47) x 9828 = — 8k, : .
Mtclce4 Nauonsa=1111111111eta=123456739.

1. Galehiﬁ-le-.qnoﬁmtet.hmtadaladm.md}dma a pat b.
2, Caletler p=pgod{a,t). -~ :
&Débmhwdmmmﬂnsadaﬂﬁuotwﬂsqmw+bu =p,

1. a=95+10. '

z Galcuhnslspgcdpal’a]gadﬁmmﬂﬂandﬂ& n=9b+lﬂ,b-123&5678x10+9
10 = 1x&+1,1ﬂ-1n9+LMkMML

< ) %mmhs«eqmﬁom en partant-deTa fin: 1-10-9,gnﬁm_ -
mﬂmmswahdmmmm&mﬂmMeJ-;m(:;

12345678 x 10} = b4 1234679 x 10 Maiatenant nous remplacons 10
preuiheéqmﬁm t= —5 + Iﬁﬁﬁﬁfc } = 12345’?9« 112,
a) 1565&:+10359 5 b}1%+m= - G)1m+332yn125 -
-83x45=i=3?35

1665(83#14‘@‘*%(*'&1:}_‘3'% & f.;-ﬁ .
M(B&r»—{-—ﬁj-l-w 2 *WW 37z +8%y = L cnmsh

pgnddaa'i'%ﬂutl (hncﬂ’h.pmh m&mm@ma@m
p:ﬁmﬁ&uwbtmmﬂ (&—4). Lies solitions sont exactement

. s o {w—wk.w wﬁ),m*ea

Memlw* (r. y) =
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4 Fiche 3 Nombres premiers, nombres premiers entre eux

Exercice 1 Pour 1 et 8 uiliser I'égalite
—1l=(z -1 (" 42 +1).

Exercice 2 Raisonner par I'sbsuxde et utiliser le théoréme de Gauss.
Exercice 3 Ecrire

o = Blo— 11('::—_-21;-.@ = (+1)

et utiliser Is théoréme de Ganss. Raisonner avec les-mmi’uloa, Cest-d-dire prouver o = alp|.
Exercica 4

1. Il faut atre trde soigneux : uﬁﬁa&*w-&i&pm‘m&hmmwm keN.
2. Utiliser 12 question précédente avec m =1 + k.

ahrrlhnde,mqu‘ﬂyasuﬂmmummbmsmaﬂm.mmﬁerEn+l
nombres du type F;. Appliguerle “principe du tirgi” r s vousiavez n+ 1 chausseties
rongses dans n tiroirs alors il existe {au moins) un tiroir conienant (plus' de) deuz

=
[
o=
o
o=
=

Exertice 5 Soit X Netisamible: des nomibres:premiszs da Ia forma 4k +3 avec k € N.
'L Monﬁmrqm)festmnv!dn.
2 2, M&mhmﬂuﬂd&mmbmdahﬁm%+lutmdemﬁem

.-'-1mmmwaetmrﬁmtathm{m,
Soit-a= 4pipz. .- Pu— Lh[m:;ul‘akurd:&qmcn&mdmdﬁheumde

Ia forme 4k + 3.
4 Mcutver qe ceet esk frupossthle ot e due X ook, fafisd.

1. X vék oo vids devmer i exsmple.. | "

4 ‘Pai absurde

Exercice 6 mmmmom&apm(m par Fabsurde) : supposer que n n'est

pes de 1a forme 2%, alots n admet wun factens irté&mtiﬁlay>2; ﬁtﬂimmw’+1=
(,;.;.13(1 ¢+;’ 24 .. -J-m"‘lj‘nmabiauehm \

E'_'.
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5 Fiche 3 Nombres preriiers, nombres premiers entre eux

Exercice 1 Solett a,b des eritiers supérieurs o égaux & 1. Montrer :

L @ -1l -1;

2. (@—1)ARP-1)=@¥=1);

3. (2~ 1 premier ) = (a premier ).Réciproque?

0 '-. .. i

Ponr 1. 29— 1 = (29— 1= (2% 1)’((2*)‘“4----4-2‘“4-1')
Pour 2. (2* — 1) A (B —1) = (2 — 1)
maeﬂtunmulﬁpbdeahb,d’npﬁl,w 1 divise 2° —1; idem pour & — 1.
Danic 2% — 1 divise (2 ~ 1) (2 =1)

- Si ddivise 2° — 1 et 9 — Talors d diviss (22— 1) A (2 - 1)
solt =aAb  Imy€Z :

§=az 4 by :

28 — gartby o o2t — {2‘)"(‘2‘)“=(ﬂq+1) (@+1)?=1+ds

d diviee 2 — 1
dome (2 — 1A (2 ~ 1) divise 2 1

Pour 3. Mnmph:tﬂthmtﬁgm& Smtpﬂabmm&erma.behr Montrons
. qune 27— 1aest pas premier. :
Nous savons que
2t - 1={z—f){u:"1+ ‘4z +1),
pour z = a‘nousohbemns : .
o= 1.-(2‘) ok St 2 1)(2'(""13+-...+2w+1) &

mpmm—lwwﬂtmﬁmmmmmw 1mprodﬁtd’mth:

-diﬂﬁrmbsﬂemﬁoncﬂ? — 1 nest pas premier. -
i 'mmnﬁﬂ—x&&tmdﬂmpmmm

—-lzlmestmmﬂsr ?’Mm
Bﬁdpmqm?fam,m
1 estpmmiu-zn 1=Maﬁ=’x8ﬂnﬁpﬁm

anrﬁmzmmmm a&ne@&mmmmmmnna@
mmdwenﬂma-lv)bwa& RERE

Cortection '
, Suﬁﬂatﬁ.dﬂwﬁu&ptmm mﬁmmpumm&ud mpamqwabd

' 5
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-' fer divisant ab et a-+b.
a+b nesont pas premiers entre eux. Il.eadgtﬁmlom ¢ 1mn nombre premier :
LW-Jnapautdlﬁaaraetbwnatb-mpmnlm-mreem Par exemplé supposons
qm-imdtvhefpab'-edahnphqueqmﬁetbmwm-mmﬁﬂ .

D’auhhthéaémdeﬁmm,mmefdiﬂmabatépremium-. ors o
Mm-adiviaanetdmsea+bdurs6d1viaec+-b—a.nb. § est un facteur premi

dea et de b ce qui est absurde.

Exetcice 3 Soit p un nombre premier.
1. Montrer que Vie N, 0 <é<pona:
G'; est divisible par p.

2. Montrer par récurence yue : | :
Vip premiler, Va € N*, on a.af — g est divisible pat p. -

G : _
Ecrire so—Dlp—2)...(p—(E+1)
G= FiE
e o Jos mocilos, 'est-<ire prover o7 = alpl
_.mg eotl

1 Ehmtdumt 0 < i < p, Dous avons
# po—Dp—2...(— (+1))
= ARSI, SRR
Comime m estier alors 4t idivise plp— 1) .. (p — (¢ +1)). Mais & et p sont
pwunhnc:::;tet; (en uiilisant Fhypothése 0 < & < ,p) m:rmd’apméa le ztihf:fm
e Guame i diviso (p— 1)...p i + 1) autrement dif L aste b € Z te, que
il = (p—1)-- - (p—(F+1)- mammntmmq, = pk done p divise C;.
21 g'agit. de montrer le petit %hémﬁne danm:a.t pour p premier et ¢ € N*, alors
P =alp]. Fixonsp. Soil 'assertion - .
(#,) @*=alp]. '3
Potr = 1 cotte assertion est vraie | Bt doinné o < 1 supposons que T solt vrale.

R
Ao+ 1?“20‘?“‘
.I H d

?
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m—1
FEx@-x [[ A - Fa=2
i1
Si d et un diviseur de ), et F,, alors & divise2 (o alors on peut utiliser le théoréme
de Bézout). En vonséquent d = 1 ou d = 2. Mais F, est impair donc d = 1. Nous
&vons montrer que tous diviseurs de F, et K, est. 1; cela signific que F, et F,, sont
premiers entre eux.

3. Supposans qu'il y & un nombre fini de nombres premiers. Nous les motons alors

{51, --.,p.}. Prenons alors n+1 nombres de la famille F, par exemple {Fy, . .., Fpy1}-
Gnquefi,a=1 ,n+1wtdtvisﬂﬂepar(aumm)unfacbampmepj.

F= .. .m Nousmmn+1mmbres.ﬁetwu1ementnfwbaumpmnﬂersp;

Done. par le principe des tiroirs 1l existe deux mombres distincts Fy et Fi (au.ec

t < k¥ < n+1) qui ont m facteur premier en commun. En conséquent Fi et

Fj> o sont pas: premiers entre eux. Ce quicontredit 1a question précédente. I esdste - -
‘domtmhﬁnﬁédsm'pmﬁm '

" Tamrclos B Soik X Venissinlilé tensniniihess yosetineh da 1o oeme 46 4§ wouk € K.
1. Montrer gne X est non vide.
2. Montrer que le produit de nombres de la forme 4k + 1 est encore de cette forme. -
3. On suppose que X est fini et on I'éerit alors X = {py,...,2:}.
Sait ¢ = dpipz. .. pn — 1. Montrer par 'sbsurde que ¢ admet oh-diviseur pretnier de
la forme 4k 4+ 3.
4. Montrer que ceciest impossible et donc gue X est-infini.

Ao aAnNmmmuonmnaaLsag u u ®

L X’eﬁt‘mvﬁem,parmplem&=2,%+3= 11 est premier.

2 E+)M@L+ 1) = lﬁu+4€h+¢7+1 = 4(4k¢ + &+ + 1. "Si:Von note Pentier
K =4kt + k+2 slors (dk + 1)(48+ 1) =4k +1, mqn!estbimdehfmwulue,

& szmhmmmm,hmm@hm&ﬂ
or 4k'+ 8. Icl o n'est piis divisible par 2,'supposons ~par Pabsurde— que-a n'a pas de
&iviseur de la forme 4k -3, alors tous les diviseurs de o somt de la forme 4k 1. Clest-
d-dirve gue o 8'écrit comme produit de nombre de a forme 4k 1, et par la question
précadente o peut e’derire s = 4K +1. Donc o= 1[4]. Maiscomme a =dpypa. .., ~1,
o= —1 = 3[4]. Nous obtenons tne contradiction. Bmcam&matmdtﬂmm-memia:
pide la forme p = 4£ +8.

#@#***VALIDEUR en proba vers la LICENCE*****+
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4. Dans Vensemble X = {py, . . ,pa} il yatous les nombres premiers de 1a formes 4k 4 3.
.Inmmbmputpremiuets'miigmnu-+.3dmput un &lément de X, donc il
existe § € {1, ..., n} tel que p = p; Raisonhots-modulo p = py: 6= Ofp] cat p divise
a. D'sutre part o =dps...poy—1 dote & = ~1[g]. (car p divise P1+ . Pa) Nous
Obtenons una contradivtion. doc X -est Tnfinits 1L existe e infinitd de norbre premier

~ de la forme 4k + 3. Petite semarque, tous les nombres de Ia forme 4k -+ 3 tre sont pas
des nombres premiers, paz exetiple por & ==3, 4k + 3 = 15 nestpas premiet.

Exercice 6 Sdt-ce’ﬁ.teiqua'n"+lwﬂipmﬂe:,monhudw8k € N,n =25 Que
penser de'la conjecttre ¢ Yn € N, 2% 1 est: premier 7 .
Correction

1. Supposons qus o™ 41 ast premier. Nous allons tootrrer Is contraposée. Suppoecns que:
= nlest pas de la forme 2', clest-d-dire quen = p X g avec p un nombre preutier 3 2 et
g € N. Notis utilisons Ja Yormudle:

Fil=fet Ylh-s+ -+ +27T)
avec z=0%: '
a1 =4 L (@ + 1= (@t 4 D — (@ o @)
Ces deux derniers factetirs sont: > L. Bt donc.a® 4+ 1 n'est pes premier. Par contrapo-
sition & o™ -1 est premier alor N = 2%
2. Cetta conjecturs est fausse, tiuls pas facile A verifier saris-une bonne calctlette | En
effet poitr 1 =5 xiotis-obtenons ; - _

wwaus*UAI INFIIR an nraoha vars Ia LICENCE******
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' IV) Lien de Tarithmétique avec la cryptographle

'.'"'-'_."L,','-»_i 1message e
i { codge = chiiant  esslcon (ar e ) un mesage i s

w ={décadage dénhi&mmb} zmﬁtmhmewimdumge

: Analyse des textes chidftds pour retrouver das informations dissimulées et

pmm de chiffrement.afin 4vmwkm d& shcurité.
Xy = 3 fogr phie 4 ﬁm

*1.a cryptographie est-dite Whmdémﬂmtmmw & décrypter.

*'md:mmdemds, par analyse apjiofondie arivent 4 la casser apris un certain temps

' ”_:;dﬂ.pnblique(df;‘:emﬂéa) le RSA
hmkwmaatﬂmmwwmmmmﬁm
- Adleman, & lusuikede la découverterds Ia vtyptogtaphie & clé publique-par Diffie-et Hellman.
o REA est encore le rxﬁimmpﬁompbﬁpn&ﬂﬁ pabliqne e plus-utilisé de nos jours.

&wmw ¥

Si Bob souhbaite vecevolr des messages mMi&R&&, Bpnddstﬁh&gmaﬂm
8) Crhation des clés: g
Paeebdds

m'mmmwmm
mmmﬁthmem@uﬂﬁMdﬁpﬁmﬂwmhs

g est un entierpremisr aves feproduit (p —1){g —1) = (n) ot f= pg.
att&qmi-k—w#tlmaew

d st 4l que ed = | moduly¢{n).
| Autrement dit, ed' — 1 dmnﬂﬂpﬂldﬁ@—-f}{g—&k mmmd A partlr de

: = hﬂﬁﬁuﬂmﬁmwﬂﬂmﬂ . vend disponible par
mthMmmfmmhw m@khﬂmud;
privés. 11 I garde sacrite. i
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Gamds-m-tmm 2015-2016° UFHB © Prol: Y. Diagans

Brivoi.du misssage codd : Alios-veut envayerun messegecoded Bob. Ellela
Ja forme d'un ‘ou plusfeuss ehtiers M compuis antre D ot o= 1. mmhamqu
{n, e} de Bob. Eile calcule C = #* mod n.. Cest ce derniet niombre qu'elle suvole & Bob.
Réception du messade cod : Bahv@ﬁﬂﬁnknhyhlueﬂm.ﬂu\(.‘md

Dlptﬁah‘lhtot&neEuhz ol M est premier avecn alots (#*) ximdﬂdmc
D= M* = M) 2 MM =M (mod n). 3
d'od D = M moda .
Bob a donc reconstitué le message initial,

i i_vm*' et fathlesses |
) Forces -

: ’Diﬁmﬂwdew&n(mm}.mm&umyﬂqmdo
mw&iwwawu dee
mmmmwmm ptnﬂu:ﬂnplmﬂﬂm fant sttesndre
2076 pour "casser® le RSA.

* je destinataire wst mtnmhaaedmhru*-mmt’mnm‘

decrypter l!’%dﬁu mmwei;ypu.
Unlhmiu'ﬂhw

d‘m&:mdﬂmmwm Iltjmhunin dans un antwaire Ju clef
‘publique de chaque cotrespondadit,

Stk = 1000 abonnés devaient corvespondre claeun. doft consulter dans Fusthuiive les clés
‘oomportant les & == 1000 ¢lés publiqtes & Yion gatder-sur Bl k¥ clés secrbbes, ce noaibre
cowrespond & tard (Bi X i) = cond By 3 cordE,

&x&-ﬂwﬁg}éﬁgﬁémm& mdnﬂpmqypﬂruﬁ'y
£ son
uwéﬁmmm*mhmm
b) Paibleases '

. *mammn
. *Rhnmmmqummmwﬁwwumﬂﬂmhmmm
r@khmﬂ&mwaﬂmm

n.
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Scanned by CamScanner prae



LR A
vessersgpQUIPE VALIDEUR®******=++2+*EQUIPE VALIDEUR***"*

Cours de Théotde des tomibres 20152016 UFHB  FProf, Y. Diagana

. Eflechoisit p= 1 et g =61

1) Détarmines o modile ¥ sk @ (N} ={p ~Dlg—~1)
E’h_',mcn 17 eb-calcuile sy clo privee d. - ;

3) Déterminer 4 l» ¢l privees d'Allce (motlulo  (N)).
mwmhwﬁi’ﬂﬁ MASTERA Alice, En utilisant Je code ASCH, quel
eat, On messuge?

) Trouver le cliiffcé de-son imessage aprés-avolr segroupé-en blocs:de rais chiffres.

4) Commeti, Alloe dichiffot-aleJo ssenga o Bob 7 Déchifcer -

- o - iy o ———
s = e ———

1) N="T1x 61 =4331 :
ot p(N) = (p—1){g ~ 1) = 70 X 60 =4200=2% x 3 052 x 7
1T est premier avec () :  eds 1 modip(V)
2) Détertiner 4 1a.cls privés o’ Alics,
4200 = 17x 24741
Ll rrxt-w)ﬂxm
= =20 AT 4 4200 = 3953 mod 4200
- diw= 17%mod 4200 = 3953
Hob'veui envoyer hwwsaemawxnm l&md&&smmua@md-i (87,69,66, 77,65,83,84,6

8) (my -mmum m@%m-m) .

i
%ﬁ-xw &7 stk m?ﬂﬁ" BA6¥ 985" Jonodddsl ~

4) Comment Alioe deckiie t-dllrla wessags e Bib ? Dichifrer le. ' |
- Klios calouls ( 27419 G230 gapyee gyqpmes 1100% 336% Yanod 433l = ( 876 966 77
_mmmnmm&kmﬂmm
27414 mod 4331 = 876 _
R L e lmxutmm b, s :
: uwmmn\sm&wﬂdwm -~  WEHMASTER
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TRAVAUX DIRIGES CHAP[1KE 1

Le référentiel commun a tous les exercices est I'espace affine (& E) muni du

-
]

repére cartésien 2= (O, 1, ], k.

1- Soit la courbe I' paramétrée par vy telle que :
¥(©) =G -2t +5 T -2,30-4t+ 1)

Montrer I' est une courbe plane.

2 - Soit la courbe " définie par y(t) = (t, t*, ), posons M; =y(t;), i € {1,2,3 }.
a) Déterminer I’équation du plan passant par M;, M; et Ms. i

En déduire I’équation du plan osculateur & I" au point M = y(t).
b) Retrouver le résultat du a) en revenant 4 la définition du plan osculateur.

c¢) La courbe T traverse-t-elle le plan osculateur ?

3- Soient les surfaces .~ et &, d’équations respectives :
() C+xP—y+2z+1=0 et (2) 2x°+3y—5z+2=0
a- Montrer que ' =.5 N .7 d’équations est une courbe gauche

b- Donner une paramétrisation de I'

4- Le point My (1; 2 ; -1) appartient a la courbe I' intersection des deux sous-
ensembles S, et S, de R® d’équations respectives :
+y+72=6 et x+y+2z = 8

+ Ecrire les équations de la tangente en My a I', donner un vecteur directeur

de la tangente.

+ Déterminer une équation du plan osculateur a I" au point M.
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TRAVAUX DIRIGES CHAPITRE 2

repére cartésien = (0, 1 ], k) oi (17 k) est une base orthonormale de E.

Exercice 1

On considére I’arc paramétré € défini pour t réel par
¥(t) = ((1 + cost)cost , (1 + cost )sint , 4sin5)

Calculer la longueur de I’arc €

. Le référentiel commun a tous les exercices est [’espace affine (& E) muni du

Exercice 2

Soit I' I’arc paramétré € défini par y tel que :
£3 ta
YO=(¢t-3) ; € 5
Construire le repére de Frenet au point M = y(t). Déterminer en fonction de t la

courbure et la torsion et vérifier que I est une hélice dont on précisera ’axe.

1) Donner 1’équation du plan osculateur en M = y(t).

Exercice 3

Soient les surfaces .; et .~/ d’équations respectives :

Déterminer le repére Frenet au point M (1 ; 2 ; -1) de la courbe I'.

. S X+ +E=6 et Iy X+y +z22=8

N—— staeddUALINEIID an nraha vars Ia LICENCE"*r+¢ Page 188
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TRAVAUX DIRIGES CHAPITRE 3

Tous les exercices ont en commun le méme référentiel : I'espace affine euclidien
orienté ( &, E) muni du repére .= ( O, @) ou B= (1, j, k) est une base
orthonormale directe de E

Exercice 1

Montrer que les nappes ¥ =(.7 ,n,D ) avec D= RxR, définies ci-dessous,
sont réglées , puis préciser les lignes coordonnées : |

1. n(uy,v)=(uv, uv); 2. n(u,v)= (vcosu,vsinu,v);

nuaoaounauaueaw

3.mt(u,v)=(u,v,uv), 4, 7 : X*-3xy+z =0 ;

5.9 : (xX*+y*)z -2xy = 0

ice 2

Soit la nappe cartésienne .~ d’équation x*—3xy—z = 0.

1° Déterminer le cdne .&°; de sommet O circonscrit a ./ ainsi que la courbe de
contact

2°Déterminer le cylindre .7 ; circonscrit 3 .7 de direction Ri ainsi que la courbe

de contact.

Exercice 3

Soient la courbe I' paramétrée par y tel que y (t)= (t, t*,t’) et la nappe 3
engendrée par les droites rencontrant I'axe ( O, k ) et la courbe ' au point
P=y(t) tel que le plan tangent a 3 en P soit le plan osculateur a I en P.

Obtenir une paramétrisation de la nappe J .

A anononnn

‘.

017 ¢¢#***VALIDEUR en proba vers la LICENCE****** :
- Page 15

L

Scanned by Camscanner



ivﬁi

| -—— — L F] L} i ! o . . ay
¢

T wianaT

LEQUIPE VALIDEUR*****+~=++EQUIPE V‘LIDEuRttiitiit.nrtEQU'PE VALIDEU

Ri!tititttlit:ﬁ"‘n VAI..lIIEUR““

Exercice 4

1° Montrer que I'ensemble ./ d’équation :

5(x+2y—2-3) +9(3x+2y—2-3)2+7(x-4y+22+6)° = 0

est un cylindre dont on précisera les caractéristiques. Donner une 2*™ base,
oroie, 85 74

2° Donner une équation du cylindre ./ de direction u = (1,1,1) etde
directrice I définie par

t ¢ e
= _— —_— —_— #1

glth=l = = 52 3 t

3° Déterminer une équation du cylindre # de direction u =i+]j circonscritala

surface % d’équation xy—2z=0.

Exercice 5

a) Montrer que la surface & d’équation :
(x+y+2z+3)*+(y-z+1)(2y +z-1) =0 est un cdne dont on précisera

les caractéristiques.
b) Farmariins dmuatinn dii cAne & de sommet A (- 3, 0, 3) et de directrice e

paramétrée pary telleque y(t) = (-1, 2t, t* +t+1).

Exercice 6
1° Donner une équation du conoide droit .7 d’axe ( O, k ) et de directrice I

paramétrée par y telleque y(t) = ( cost, sint, t)

2° Montrer que la surface .7 d’équation :

(y=z)(x +2y=1)* - 2(y+z+1)(x+2y+1) -2(y-2) = 0
est un conoide dont on précisera les caractéristiques.

Exercice 7
Determner id nawure e ies caraciéristiques de la surface & d’équation (E) ci-

dessous,i=1, 2, 3.

(E): (x—8y+22)*+9(3x+2y-z) +7(x+2y-z) = 9
(E2): X*=2xy+y’ +(2x-y)exp(2y~z)’

(Es): (x+y+2z)(x+2y-z)+(x+3y)(y+z) =0

***+**VALIDEUR an nroba vars la LICENCE****** Page 160
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TRAVAUX DIRIGES CHAPITRE 4

Powr tous les exercices, l'espace affine & euclidien est muni d'un repere
orthonormal direct, £ = (-5 T, D) désigne une nappe paramétrée..

Soit la courbe paramétrée T (x=t,y=t*, z= t3 );le plan osculateura T en
P=y(t)rencontre (O, k) en Q(t); déterminer les asymprotiques Qe 1d
surface . engendrée par les droites ( PQ( t) ).

Exercice 2
Décrire les géodésiques du céne .7/ d’équation x* + y*- 22 = 0.

Exercice 4

Soit la nappe paramétrée 3 = (., m, D) définie par :

n(t,s)= (t+s, t?+s?, t2- 5?)

1° Déterminer une équation vérifiée par le support .~/ de la nappe.

2° Déterminer les points stationnaires du support ./, puis les points réguliers de

-
-
c
c
-
=

la nappe .
3° Déterminer 'ensemble I des points de Y en chacun desquels le plan tangent

a sa direction qui contient le vecteur d = (0,1,3)

Exercice 5

Soit la nappe paramétrée ¥ = (., m,D) telle que D= R’et
n(u,v)=(vcosu, vsinu, u )

1° Montrer que la nappe est engendrée par des droites; donner les lignes

coordonnées.

2° Déterminer une équation du support ./ de la nappe ; en déduire la nature de

et ses caractéristiques.

3° Vérifier que la nappe ¥ est réguliére. Déterminer la 1° et la 2° formes
fondamentales @, et @,.

4° Déterminer les directions asymptotiques et les lignes asymptotiques, les
directions principales, les lignes de courbure et les courbures principales.

92
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Université FHB
Année académique 2014-2015
UFR MI
LICENCE 3
Examen de GEOMETRIE 3, 1° session, durée 03h
Tous les exercices ont pour référentiel 'espace affine euclidien (& E) muni du repére cartésien

2=(0,BYou £ = (1,]. k) est tme base crthonormale divecte d& E

Exercice 1

1° Former une équation du cone de sommet 8 = (-2; 1; 3) dont une directrice est
paramétrée par i t— (t—1; 2+1, )

2°Former une équation du conoide droit d'axe (O, J) dont les génératrices sont
tangenites & la sphére d’équation: ¥ +y*+2—6x =0

Préciser la nature et les caractéristiques de chacune des surfaces déterminées par les

émmﬁohs.mﬁvantes:
- + 2 R
7x +38y —2z 3x-y-22 x4y
E:: Bx+3y —2+2) (3y+2z)-+(x+y+z_1]1 =@
Bt (3'?‘+5F+z)"+-(x+y-+z+j1)(2x+y+2)1 =0

Er:

Déterminer sur le cylindre d*équations ¥* + y* = 9, les courbes dont la tangente est

tangente 4 1a sphere d’équation 3* +y? + 27 = 18,

Exerciced
Soit ]aooucbaépmét:éepm' |
y tP=y () = (t, £, ) i
Le plan osculatenr 4. en P rencontre (Oz) en Qt).
1- Dommngméﬁmﬁ@&hnﬁpp&ﬁmgeu&é&wlwmmﬁ))
7. Déterminer les lighes asymptotiques de T.
3. Déterminer les lignes do consbure d& X,
4- Déteyminer ane dquation des géodésiques de X.

N
N
N
k]
*
2
1
b |
- |
|
-
3
3
]
#
*
¥
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UFR MI Année 2015 — 2016

L3 MATHEMATIQUES
TTTmrmm st - GEOMETRIE 3 Examen de 2¢semestre; Durée-03-h - -

Les trois exercices ont pour référentiel commun I'espace affine euclidien (& E ) muni du
repdre orthonormé (0,1,7,k ).

EXERCICE 1
Soit 1a nappe paramétrée ¥ =(.% R?, =) définie par
w(t,s)=(t+s ,t2+2st, +3st* )
1° Montrer que la nappe est réglée et donner les lignes coordonnées.
2° Déterminer les points réguliers de }.. |

3° Obtenir une équation du plan tangent & ¥, au point P=n(t ,s )ols #0,
puistmeéquaﬁonduplanosctﬂatem'aupoimQ=m(t y0)alacourbe T

paramétrée par y(t)= m(t,0).

EXERCICE 2
1° Donner une équation du cylindre .&” de direction d= (1,-1,1)etde
directrice I’ paramétrée par

t & i
Y(t)=( ?:{’ m’ t+1 )

2° Déterminer la nature et les caractéristiques de la surface % d’équation (E; )
ci- dessous,i=1,2,3

1) (2x+3y+z— 1) -3(x+2y+22+ 1) +7(4x+5y~2 5)+9=0
(E2) (x+y+3z+2)cos(2y+z+1)+ 9(3x—-y+2z+3) =0

(E3) (2:(:--33f—z+?_)(y--2'z+3)+4(.?rx+y+l)rz = 0.

EXERCICE3
Déterminer les lignes asymptotiques de la nappe paramétrée Y, définie par
T=(% R,n) wu,v)=( (1+v)osu , (1-v)sinu, v) .

A oaaonoaompomomnoooononnneaaea
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UFHB UFR MI
Année universitaire 2015 — 2016

L3 MATHEMATIQUES
Géométrie 3, Examen 2" Session Durée:02h

L'espace affine euclidien (& E,) muni durepére ( O, B) ou B= (1, J,k) est
une base orthonormale directe de E, est le référentiel commun a tous les

Exercice 1

Partie A

Déterminer la nature et les caractéristiques de la surface .57 d’équation ( E; ) ci-
dessous ,i=1,2,3.

(E1): (2x+3y-2ZP+7(2x+y)y +Hy-2z) =1

(B2): (2x+3y+2zP+H2x+yP(y-2)=0

(Bs): 2+ (2x+y)(y-2) =0

Partie B
Soit Iellipse T d’équations z = 0 et = + 2 = 1, etlepoint §(1,-1,2).

Déterminer une équation cattésienne du cne .5”de sommet S et de directrice I

Exercice 2
Soit lanappe paramétrée ¥ définie par la paramétrisation :
a(r,8) = (rcos8, rsin@, 1)
1° Déterminer les lignes asymptotiques, et les lignes de courbure,
2° Montrer que la ligne coordonnée r— n(r, 6y ), 6p constant, est une
géodésique.
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Ce ENs Université Félix Houphou#ét-Boigny
ftre de Formation Continue Cocody Abidjan
U des Vacances UFR M.I
L 3 MATHEMATIQUES

Géométrie 3, Examen annuel, 1*" session 2015, Durée : 03 h

Le référentiel commun & tous les exercices est l'espace affine euclidien (& E)
Orienté muni du repére orthonormal direct = (0, LT k).

EXERCICE |

1. Montrer que I'ensemble T des points solutions du systéme d’équations
X’+3z=0 et 2x2-y =0
est une courbe. En donner une paramétrisation globale y de paramétre x.

2. Etudier les positions relatives de la courbe I' avec le plan osculateur en un
point quelconque M = v(x).

3. Donner le repére du Frenet au point y(1).

EXERCICE 2
Dans chacun des cas ci-dessous, i=1,2, 3, préciser la nature (cylindre, céone,
conolde) et les caractéristiques de la surface %" @équation cartésienne suivante:
2 (x+y)(y+z)+(y+z)(x+22) ~(2x+y+2zP=9
P (x=2y+2) +(3x+2z- 1) —8(x-y)Ny~2)=0
P Gz=1Y0¢ +3y%) -3 -y} =0
.EXERCICE 3 _
Soitlamppeparaméu-éezde'ﬁniepar a(u , v) = (chucosv , chusinv , u)
1. Déterminer les lignes-coordonnées et préciser leur nature (droites ou
courbes paramétrées).

2. Obtenir la 1** et la 2*™ forme quadratique fondamentale, déterminer
éventuellement les points elliptiques; hyperboliques, paraboliques.

3. Donner les directions aaymptouques et les dm:cnons principales.
4. Obtmir I’équation des géodésxqms
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# Université Félix Houphoutt-Boigny
ENS Cocody Abidjan
Centre de Formation Continae UFR M.l
Université des vacances
session 2015, Durée : 03 h

Géométrie 3, Examen annuel, e

» - E)
ices est 1'espace affine euclidien (&
Le référentiel commun & tous les exerc

wmmﬂdunmmmatw.?“m. )
1. Montrer que I’ensemble I" des points solutions du systéme d’équations
4xz -y +327= 0 et x—2Z +1=0
est une courbe. En donner une paramétrisation globale y de paramétre z.
2. Etudier les positions relatives de la courbe I" avec le plan osculateur en un
point quelconque M = y(z).
3. Donner le repére du Frenet au point y(1).

EXERCICFE 2

Dans chacun des cas ci~-dessous, i=1, 2, 3, préciser la nature (cylindre, cone.
conoide) et les caractéristiques de la surface .{  d’équation cartésienne
suivante:

-/].‘ 2z+ 1=

TagT o0 (%) %#(0,0)

Sy (x+y—z)2+2x+.3y+4z+1=0

/31 @x—y+z+1) +(x -2y}t 4y?) =0

EXFRCICE 3
Soitlanappepamméu-éezdéﬁniepm' mu,v)=[1+v

Jeosu , (1 - v)sinu , V)]

2. Obtenir la 1% - i nds :
Obmlnl_etlaf”formeqmdrmquefmdmmmle,.mm

éventuellement les points elliptiques, hyperboliques, paraboliques.

4, le@mﬁmdﬂm d“"m principales. |
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Université LOROUGNON GUEDE de DALOA Année universitaire ; 2014-2015
Centre de Formation Continue

L3 MATHEMATIQUES
Géométrie 3, Examen annuel, 1*¢ session, Durée : 03 h

Le référentiel commun & tous les exercices est I'espace affine euclidien (£ E)
orienté muni du repére orthonormal direct £ = (0, LT _E).

EXERCICEL

1. Montrer que I’ensemble I' des points solutions du systeme d’équatiohs
x'-y=0 e x-22-2=0
est une courbe. En donner une paramétrisation globale y de paramétre x.
2. Etudier les positions relatives de la courbe I" avec le plan osculateur en un
point quelconque M = ¥(x).
3. Donner le repére du Frenet au point ¥(1).

EXERCICE 2
Dans chacun des cas ci-dessous, i =1, 2, 3, préciser la nature (cylindn:. cone,

conoide) et les caractéristiques de la surface .4  d’équation cartésienne
suivante:

3 4
1 2 +

-—

/‘:

x-2y+z 3x+2y—-z x+2y-z X
sy (x+yP—(x+1)y+z+2)=0
/y: (x-yP =303 +2y°X2z-1)=0

5
9

EXERCICE 3
Soit la nappe paramétrée I définie par (u, v) = (vcosu , vainu, u)
- Déterminer les lignes-coordonnées et préciser leur pature (droites ou
mwbesmrméu'ées) s
- Obtenir la 1" et la 2™ forme quadratique fonthnenmle déterminer
évmmellement les points elliptiques, hyperboli liques.
3. Donner les directions asymptotiques et les M.pmlpales
#Mléquahondasgéodimw R s

i
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Année universitaire : 2014-2015

Université LOROUGNON GUEDE de DALOA
Centre de Formation Continue

L 3 MATHEMATIOUES

Géométrie 3, Examen annuel, 2*™ session, Durée : 03 h
Le référentiel commun a tous les exercices est I espace a affine euclidien (£ E)

orienté muni du repére orthonormal direct = (0, 1 L7 K.
EXERCICE 1

1. Montrer que I'ensemble I" des points solutions du systéme d'équations
3 +y-4xz=0 et x-2Z-1=10
" est une courbe. En donner une paramétrisation globale y de paramétre z.
2. Etudier les positions relatives de la courbe I avec le plan osculateur en un
point quelconque M = y(z).
3. Donner le repére du Frenet au point y(1).

EXERCICE 2
Dans chacun des cas ci-dessous, i=

conoide) et les caractéristiques de la surface ./;

1,2, 3, préciser la nature (cylindre, cdne,
d’équation cartésienne

suivante:
A ln(:m—y)2 - 2In(y —zF +3In(x - zy—z): =6

AT (x+y-z+ 1 -x*(3x—2y+z+2)=0

Vi MK -dyP)-2x +2y-3z+1)=0

EXERCICE 3
Soit la nappe paramétrée T définie par :

a{u, v) = [(1 + cosu)cosv , (1 + cosu)sinv , sinu)] ot (u,v) € J-1; 1[2

1. Déterminer les lignes-coordonnées et préoiser leur natum(dpim ou

courbes paramétrées). M
Obtenir la 1% et la 2*™ forme quadratique fmdamenmleﬁmnm

éventuellement les points elliptiques, hyperboliques, panbolf&.
3. Danner les directions asymptotiques et les d:mtiom_plmclplhs._
4. Obtenir I’équation des géodésiques. -

)
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UFHB Année Universitaire 2014-2015
Licencs 3

TD d'Analyse Convexe
Exercice 1 »

1) Montrer qu'une partie de R est convexe si et seulement si c'est un intervalle.
2) Soit S ¢ R‘v&lﬁmlspmpﬂéﬁdudunime-aﬁmh:' ;

(=, -y-ES)ﬂ-z—;—"-eS-
a) S est-il convexe?
b) Méme question si 'on suppese S fermé,
Exercice 2 )

1) SoitAetheuxparhimmnvidu-deR“.Montmqm

conv{A + B) = convA + convB, conv(A X' B) = convA x convB. -
2) Soit P =Ji_, G: o les C; sant des convexes de R®. Montrer que

fm]

k h
- {meam HECVi=1." kY K= 1}-
=]

Exercice 3

Soit Ghmd&ﬁﬂm&mﬂ’mﬂoppemmdes. Montrer que tout point extremal
de C est nécessairement dans 5. - ;

Exercice 4 a oy
Onditqu'nnemamlﬂedckfl‘mnneamaipourteutzeAetpourmtA>0.A:EA.
1) Montrer qu'un ¢3ne K est convexe si et seulement 8i X + K K.

2) Montrer que 5 8 ¢ R‘mmdn:dk=‘liioa\5=&,.3eatuneﬁmm
Exercice § :
Onm@.&(R),nzmmmmnpmmdﬁimu‘aﬁedupmdﬁtmwmmm

(A, B) <& A, B o= tr(AB).

1) Montrer que Fy(R) est un cone convexe fermé de Sy(R) et que l'intérieur de P,(R) est
exactement P,(R).

Exarcice 8
Soit Ao, - - Am dans S,(R) et ;
Alz) = h+2=¢A¢, V-'ﬂ“-(;x,ms.,) € R™.
P
On poee

C={z €R™: A(z) st semi définie pesttive }

swesssUAL INEIIR an nroha vare In LICENCE***2es P
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Montrer que C est convexs fermé.
Exercice T
et &

Solent [ un intervalle de R et [ : / = R convexe. Montrer que f est derivable & droite
gauche en tout point de Int(/) et, pour tout (a,b,¢) € I tel quea<b<cons

18 -1e) ¢ pay < py < L2210,

Eudidlﬂmqmﬁ!utmmm[,doufatmﬁnmsnrlnt(f}.

Exercice 8
Soient / un intervalle cuvert de R et f : 7 ++ R convexe et derivable. Démontrer que / est de

classe C! sur I.

Exercics 9
Soit f continue sur [0, 1] et g convexe sur R. Montrer que

3(]01!) sj:gof-

1l s’agit de I'indgalité de Jensen, utile en probabilité en particulier.

Exercice 10 ~
Sait [ un intervalle de R, zo un point de [; i : J — R est décroissante. On pose :

vz € [, p(x) = [ p(t)dt

Montrer que ¥ est une application de 7 dans R concave.

Exercice 11 ~
Soit f : R — R}. Montrer que In f est convexe si et seulement si, pour tout & > 0, f* est

Excercice 12
Soit f : [a, 8] ~+ R de classe C? telle que f(a) = J(t) =0. On note M = sup,g,y /] et

o) = 1) - ME=DO=D i) o ey 4 e C=7)

1) Justifier I'existence de M.
2) Montrer que g est convexs et que A est concave.
3) En déduire que pour tout z & [a, 4], on a

sl S su“—"?.“—‘l el

Exercice 13
meﬁonﬁonmmdechund'm{a.ﬁ] Moatrer que

b-1 (350 < [ rtoer < -0 f03 0

Exsrcice 14
1) mquﬂ.wnmqmﬁzj = zlnz est convexe.

Ei.l’"".

#*++++YALIDEUR en proba vers la LICENC
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En déduire qus V(a,b,z,7) € (RL)

x ¥ z+y
zln;i'!lll's Z{"‘f'y)ln_'n_'_b'

2) Montrer que f 1, +co[-+ R talle que f(z) = —In(lnz) est convexe.
En déduire que ¥ (z,y) €)1, +oof,

ln—f? > inziny.

Exercice 15

1) La composée de deux fonctions convexes est-elle convexe?

2) Examiner, parmi les fonctions sulvantes, lesquelles sont convexes, strictement convexe, for-
tement convexa de module r > 07

file)=-hz, fil)=5 file)=z® BEN), filz)=|=f (8> 1)

3) Soit |[f| une norme sur R™. Montrer que z € R™ - |z et = € R* = ||z][* sont convexes. !
Exercice 16 !
1) Soient n > 1 et fi,-- ,fu, n fonctions d'uns variable définies sur un intervalle / C R, et

soit /, Ia fonction de n variables définie sur ™ par

flmy--- za) =3 filz:)-
sl

Montrer que sl chaqus f; est convexe (raspectivement convexe), alors f est convexe (respecti-
vement convexe). o

2) Pour a, f, et 7 des nombres strictement positifs, étudier la convexité des ensembles

) {(z,0) eR: 02+ 82 <}

b) ((z.9) € (RL)? : 2" 27}

Exerclcs 17

Sﬁtf:ﬂ“a]—m,m]unphncﬁmmmmpdhfommdifh
fonction :

sinon

l)MoMqueFatmmpuludm:tedmiqumaﬁim:

&) epiF est une partie convexe de R x R" x R.

b) VX € domF, YY € domF, Ya €[0, 1|, F{aX + (1 - a)Y) < aF(X) + (1 — a)F{Y).

2) Montrer 1a convexité de la fonction F' dans les ces ci-dessous en déterminant Ia fonction
convexe f dont F est la perspective. ' :

_ , 2 dz>0
8) F : R? ] — 00, +09] : (m1,m) s nhm!u . s

. 4« .
. + (21, 25) - 21>0et 23>0
b) F: R* =] oo.:l-oo] (Zz) o { =

P : R x R™ =3] — 00,+00] : (A, 2) = { ifé}) s§iA>0

Exercice 18
Soit f une fonction convexs sur R et & valeurs dans R. On considire A € Mau(R) ot be R™.
Pour tout u € R™ on pose - '

»exve+YALIDEUR an nroba vers la LICENCE***+*+ Page 202
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I T Y O T g g 1 AN,

(u) = Inf {f(z) : Az = b+ u}

On suppase que pour tout u € R™, (p(x) existe. Etudier la convexité de 1.

Exarcice 19
Sait f: R® — R une fonction continue telle qus :

V(z,y) €R", f(”“) s [&t/l),

q
Prouver qus [ est convexe.

Exarcice 20
Soient (z,¥,7,q) € (R})* tels que’! + 1 = 16t a, - ,an, b1, , bn, 2n réels strictement

1) Montrer que si Al.‘--- »Aq Sont des nombres réels positifs de somme 1, alors

2) Montrer que
ws-='+—v'

3)0nmdmoattequmw£',‘_la‘,' Z:_tbfal Montre.rqnez;‘_la;a,<1
4) En déduire la splendide inégalité de Hélder :

ths(Zai) (zw) |

5) On suppose en outre que p > 1. Déduire de Finégalité de Hder, I'inégalité de Minkowski :

n i’ n l.. n ]p‘
(Zl’m-t-bd’) S(Zaf) +():ﬁ€) ;
=1 =1 i=1
Exercics 21 Soit [ une application convexs et concave. Moatrer que f est affine.

Exercice 22
1)Sait f(z) = } (Az,z)—{b, 7}, od A est une mairics symétrique de R™ dans R"® et z € R", une
quadratique de R® dans R. Démontrer que f est strictement convexe si et senlement

si A est définis positive.
2) MI;meﬂ.ﬁothmedahfoncﬁonf(z,mz) -:’+2v’+33’+ !

22y + 2.
Exercice 23
Mhmvuiﬁduufmdimgsm;

2) f(z) = Z_}«ha ~ (Foe0 (332 wur (R})"

b) f(z:5) = BF sur R* xR}

c) f(s)=In ™) sur R"

d) g(z) = infaro L2, sur R® od / est nne fonction convexe.

Exercice 24

A N NERERA
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-

" 1) Etudier la convexité de la fonction qui & y v =1/(1 +e"Y) sur

Poure; >0, i = 1, [0, +°°[-_ En déluire e

-,nnvec{)}'_,afuletérgejﬂ,l],i=1,---,n,ona:
n o n ~1
i
<1+ ][z™) .
Yortss (1 Ti)

2) Etudier la convexité de la fonction :
v qui & %+ In(l+e*) sur R. En déduire
i=1,... i avee b o= | etz >0, 3> 0, i=1,--- n,ona: Rl

H:zf" + Hyf" < H(It + ).

im] f=] i=l

Exercice 25 '
Soit 2 R} - R convexe. On définit /,, : (R})" x (R3)™ - R par

n
p= (pl“' i ‘Pﬂ)! q = (Qh"' 3%)'_} f;,(j’,g)h Zq‘p (&) | -
bl % ]
1) Vérifier que /, est convexe. En déduire Vindgalité suivants :

lo(p,q) > (gw) @ (—E-%-IL%) ; '

2) On définit 15° : RY. —.R par 0°(2) 1= g0 (1
2) v esteelle.convemmr ¥ 3
b) Comment se comparent loet [a?

3) Donner les expressions de ¥ et I, dans les cas suivants - @(t) =ting, w(t) =1 - v3)2.
Exercice 28

On considére Ia fonction £ définie sur Rx]0, +oco] par

fer) =2
:

SR e REREENEENEENASN

et g une fonction concave strictes ays
que Ia fonction g définie sur -l | strictement positive sur S, montrer

.-

|, y={ —Inglz) s .g(z) <1
. #(=) { 0 s g(z)>1
' -est convexe sur S.- '
P ~ En déduire que la fonction 8 définie sur Sx]0, 400 par
Uy = 4(z) ‘

g .'e_stm.
&‘Em;‘mmdndﬁﬂ.m}qﬁMdmdam&'mmmmm“

i
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[: Po(R)=R
A f(A) := In(det A~1) .
On se propose de montrer que / est strictement convexe sur :",‘(R). Pour cela , on prend

' Xo€ Pu(R),0# HES(R),
et on considére la fonction ¢ de la variable réelle définie par
ip(t) := In(det(Xo + tH)™)
1) Vérifier que  est définie sur un intervalle ouvert (de R) contenant |

cet intervalle.
2) Montrer que

‘origine; on notera Ixo.

(t) — (0) = —z“:!n(l + tA;) pour tout ¢ € f)é,,ﬂ
i

ol les \; désignent les valeurs propres de X5 P EXGP.

3) Déduire de ce qui précdde ls stricte convexité de f.

4) Utiliser les résultats précédents pour montrer que
a.)aiAatBaoutéymétﬁquesdéﬁniuspoaiﬁmetdiﬁérenbm,eﬁaia&]ﬂ.l[alom:

det(ad + (1 — @)B) > (det A)*(det B)' ™.

b) (A € Pu(R) ~det A 21 est uncngemble convexe. .

Exercics 28
SdtOunmvutwnvw_csdeR“etf:O-rR;,.
On dit que [ est logarithmiquement convexs (sur

convexe.
1):.)Montmrquesitp:O-)R-'eatmmﬁmmdemémadeh&mctimeﬂ'
h)&d&ﬁ!mﬁmhﬁcﬁmbpﬁthnﬁqmmmﬁmmmn&mmemmtm
2)Ognpponieiqu9featdmxﬁois:ﬁ5&mﬁnblem0.
mrmmdsmuﬁmmw-: x .
i)fstbﬂhnﬂqummﬁmm; "

&) f(z)VPf(z) > V/(z)VT/(z) (e lo matrice f (2)V2f(z) — V() V7 [(z) est semi définie
i#4) I fonction z —» e # f(z) est convexs sur O Ya € R.
b)ﬁldﬂmmdfletfzamhsnd'thmiqummm

0,Hehddeﬂmutdem&mdelmnsommeﬁ+fg

O) larsque la fonction In f : O — R est

et deux fois différentiable sur

s+s++*VALIDEUR en proba vers la LICENCE"""**"
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Ay, ni plus de 2000 articles de typo A2. En raison d'un systbme de prix dégressifs consentis aux clients,
hm&m%&dtw“hwumﬂm:ahﬂmm&w&m
Wl—&)m&mhm'nvudﬂaunuﬂded-wh rapporte 20(1 — fis) loeaqu'on
on I3.

l)uonuvrthpmbmundnhhﬂatpmmwmhfmd’mmmm
2) Le point z* = (2600, 1200) vérifie-t-il les conditions de Kuhn et Tucker? Est-il une sclution

optimale?
3) Résoudre graphiquement lo probldme.

Exercica 30
EtnntdmnﬁAEM,{R}aynﬂtdqmcthR“.onwnddhthmbﬂmeﬂ'&pﬂmhlﬁnnw:

{ min f(z) = § (Az,7) + (b,2)
izl =1

1) On suppose b= 0 . Résoudre ls problims (P).
2) Soit Ay hﬂummwm&Aupmdds&umhﬂdmi—h.Onm

Ap=A+ply o fp:3€R"— foz) = § (Ap2,2) + (,2)
ol I,, désigns la matrice identité d'ordra n.

) Montrer que f; est strictement concave.
b) On considére le problRme d'optimisation suivant :

(P)

@

Montrer que :

inf {fp(z) : Bzl < 1} = iof {f(=] il =1} +4p
et que les solutions de (P) et (F) sont les mimes.

¢#+*+*VALINELUR an nroba vars |a LICENCE***"#*#*

R

Scanned by CamScanner




Année Universitaire 2014-2015
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Licence 3

TD d'Optimisation

Exercica 1

Les fonctions sulvantes sont-elles coercives?

a) f: R —+ R définie par f(z) =+ 22 +1
b]j‘:R“-b.Rdéﬁniapar,f(a:)={a.x)+bamnea“etb6ll
c) f : R? = R définie par f(z) =22} + 22~ 1 .
d) J : R? = R défnio par f(z) = 2=} + =] + 223 ' .
&) J ¢ R™ -+ R défile par [(z) = }(Az,7) — (1) od b€ R", et A € S(R) est définte positive. i
Exercice 2

Trouver les minima et les maxima locaux de la fonction
a) f : R? = R définie par f(z1,22) =:§—zm + 453 ; - i
b) / : R? = R définio par f(z1,29) =] — 2z1z2 +1 :
c}f:R’--tRdéﬁnlepnr!(sl,:g}-1£+::%-9:1:z+27

d) f : R? — R déBnie par f(z) =227 +23 +223 )

e]f:R’—iRdéﬁnicpu_f(x)=:;+z§—mDDz;-5ﬂm A ]

— [~ &4

R
L

f) J : R? = R définie par /(z) =21 + 23 + fnizy + 21+ 202 _ _ %
g}f:ﬂ*-rsdaﬁmpuf(z)=(z,—=h=-=g

h) J : R® = R définie par f(z) = (] —4)* +2}

i) f : R? —+ R définie par f(z) = (1 — 22)* + (22 ~ 1)+ 10

§) f < R? - R déinte par f(z) = Zizz — In{z} +23)

Exercice § i .

Déterminer les extrema locsux des fonctions suivantes sur leur domaine de définition

2 .
f(’v'u.vﬁl==‘|'£+%+§: 9(3.1’-2)=3¢3+v’f-12xv=+10::‘—63. i
Exercice 4 ; .
les fonctions suivantes sur leur domaine de défnition.
8) flz,y,5) =2+ 27 +382 —yz— By +dz =8 S i
b) glz) = Lim mn(z)h TP & o N e
¢) () = [lima =0 e E TR T AR TRy Rl Pt
Soit £ la fonetion définio sur R? par f(z,¥) =z 1t - -1 !
l}mhsmmhuuxdefm'k" : 4 W -
b}mquefadmtunminimmglobalnu:”. T s LN Y "
Exarcice 6 : 3 :- =y l
. Soit £ la fonction définle sur R® par . .
Fleryys) = 2t — 200y + 0P — e 287 = 43 45 !

a) Déterminer les points critiques de / sur RY,
b) Déterminer les extrema de f sur RY.

Exercice 7 _ N l
Soitng2 2 et f : R* = R la fonction polynawlale définle par =

2= (6181, 30) € R+ [2) = (L + 5P Bt + 5 & o

| #4+33*VALIDEUR en proba vers la LICENC
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Mﬂlltl!tqwoe-lt"sthnulpohtaiﬁqmdnf.qﬂlutmiﬁmmlouhtﬂddlf'mkqu'n
n'est pas minimum global de f.

Exercics 8
Bultnmmtkrnzﬁ.Onmddh-n-dmpdnhqethdnkmri-l,m.nmllmmm
€gaux et la fonction f définle su R? par

Fzy) =3 (b - oz -)%
i

8) VériBier que f n'sdmet qu'un seul point (2, §) critique sur R2.
b) Exprimer § en fonction de £. Montrer que / admet un minimum global sur R?,

sExercics 9
La fonction de Rosenbrock est la fonction

falzr,39) = (21— 1) + Mad — za)?
pour A€R.
Tracer le graphe de la fonction f3 pour A € {10, 100, 1000}.
Trouver les points stationnaires de [, et discuter leur nature en fonction de A

Exercice 10
Soit f définie sur R™ deux fols continiment différentiabls i valenrs dans R tells que

mbl® < (V2f(z)h,h) < MIBI® Vz€R", VAR

ol m, M sont des constantes strictement positives.
1) Montrer que

min{(V/(ehy -2+ 5 Iy - o} = =3 VS Va>0
2) Montrer que f a un minimum global unique z* qul vérific

VIO S o) - /) S o IV Veer

Fh-P <) -1 l-F VreR™
Exercics 11 !
On considire le problims d'optimisation , '

(P) m=minff(z): z¢ R

oty f est une fonction convexs, 8. o. I, propre sur R™. On pose § = {r G B" : f(x) = m}, 'enmembls y
des solutions optimales de (P). Ds fazon générale, § peut Stre vide et on peut avolr m = —co, i
Pour tout x € R*, on définit o(z) pur ;

(Qs) () = g_[mu;u-sr]
oit ||-]] dénote I» norme euclidionne de R". On considire également lo probime :

(@ m= il p(z)

SATRARLIAL INEND ~m nenbhe vars [a | ICENOCEr e
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w( ;)-Humwmm#ﬂ probldme (Q,) admet une solution optimale unique que I'on notera
z
2) - Montrer quo ¢ est une fonction convexe et que domyp = R™.
3) - Moutrer que m = 1 ot que les ensembles de solutions optimales de (P) et (Q) colncident.
- Bxercica 12

Onnmd&d&aminuludimmﬂmupnmpﬂﬂmmmmuuu ue pour un
voluma doand V, Is sommo dos alres dos cdtés ct du plancher solt minimale. *

Donner ko modile mathématique de co le A
b probldme, le ramener A un probldme d'optimisation sans

Exercice 13 - il

Solt / : R* = R continue et bornée inférieurament sur R™. Soit £ > 0 et u une solution & e pras du *i
F‘Wd‘m*fmk“.c'u%v&iﬁmf(u)s::f_f(:}+s. Etant donnd A > 0 on
considire _

9:% € R glz) o= f(z) + § h=—ul

1) Montrer qu'il existe v € R® minimisant g gur R". i

Montrer quo cs polnt v vérifie les conditions ci-apris : :

i) f(v) € f(u)

3)""“'54\ ;

i) V2 € R™, f(v) < f(x) + § = - vl !

2) Soit f : R® — R diffiérentiable et bornée inférieurement; sur R™. Montrer que pour tout € > 0,1l
existe z¢ tal que [V /f(x,)] <c.

Exsrcics 14

Solt f définie sur R® contindiment différantinhls.

On rappelle que f est fortement convexe de rapport & (a > 0) sf

veeo, 1], Vo, y €R", f(tz+ (1~ t)y) SUE)+ (A -0F@) - §:0 - Oz — v ;
1) Montrer que si f est fortement convexs de rappert a , . "
Yz, y € R, f(¥) 2 (z) + (Vf(ahiv =) + § b= — ol
2) On cousidére ls probléme d'optimisa:::n
winff(z) :z€R (P)

On supposse que f est fortement convexe de rapport a.
Montrer que (F) admet une solution unique z*

3) On considiro I'slgorithmo du gradient A pas optimal appliqué i (P).
Soit. {s*} la suite générée par cet

8) Montrer que (Vf(zt+1); 241 — 2%} m 0

b) Montrer que f(z*) 2 f(=**1) + § |22 — 24|

En déduire que la suite {/(z*)} est décroissante et qu'elle converge.

¢) En déduire que Hm_[js*+! —2H|* = 0

4) Moutrer qua lim_[[Vf{z*+") - Vf(z4)]| =0

En déduire que lim [V f{z*)] =0

5) En utilisant la forte convexitd de f montrer que Jjz* ~ z°|| < L{Vf(=*
hdﬁnhthm{s*}wmz'.muz. I<2vre)
Exercice 15

AR FEERARARAANRNNNWN
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323 fas points stationnsires de
Soit 1a fonction f(z, zy) = 22} + 357 -+ 12212y + 321 — 82 + 54. Trouves
mm«ﬁ&gﬁmhmmumw?mm
global?

R". On considbro d non nul
Emdulahujmmﬁmdﬂﬂﬂomk'udlwm:e
diﬂlR‘qu(Vf(:),d}(ﬂ.Monmrquddmdirwumdemmfma

Exercice 17 ’
hmmtmhmmwmw&m_mmahwa
f(’bn)“‘}‘!"#
au départ de (2,1). Montrex que los approximations successives sont données par =& = (2,(=1)%).
Montres que f(2*+) = §/(z*) p .
Exercics 18
Utilisex 1a méthode de Newton pour trouver un point minimisant .
Flz1, 2} = 5} + 624 = 6aF + 2:mz + B2 + 162 — 722 + 13,
Partez de 2” = (1,1).

Exercice 10 N
Soit b un vectsur de ™ et f : R" ~ R Ia fonction définle par

fz) = -;-:TQz- ¥z, zeR",

ol Q est une matrice symétrique définie positive de R"*™. On considére le problime -

(P e

1) Montrer que (P) admet une solution optimals unique.
L'algorithms du gradient de plus forte pente est d4find par
el =3 — WV f(ze), TeRMEk=1,2,---,

ob px minimise f(xy — gV f(zs)) sur Ry
2) Montrer ue

“-;ig‘; avec g = Vf(zn) = Qzp — b
3) On désigne per z* la solution optimale de {P). Soit

B(z) = 3z ~2'17Q( - 2").

Montrer que %
E{ﬂ—-%ﬁm - G i
B 2 Qou)(oE Qo) !
4) On donne Pinégalité de Kantorovich o
OFJ’ > 4aA :
o) = [at A '
oit @ &t A sont respectivement Is plus petite et Ia plus grunde valeur propre de Q. Dédtire de Ia question
3) que
A— 2
E(mds[nﬁ] B(z).

AN AAUAL INEIID anm neabhs vars lo | ICENCEY*"Yo
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En déduire la convergence de I'algorithme.

5) Camment évolue la vitesse do convergones do I'algocithmo lorsque 4 est grand ?

Exercice 20 ’ ‘L

On cousidito R™ muni du produit scalaire usuel et || || désiguc la normno associée c’est-d-dire la norme
euclidienne. Etant donné a 0 fixé dans R®, on considére 1a fonction f : R® —+ R définie par :

J(z) = (a,z) e~ 11" pour tout = € R™

1) a) Démoutrer que f est diffiérentiabla sur R" et calculer lo gradient V(<) de f entout z € R"™.

b) Déterminer les polnts critiques de f.

2) a) Démontrer que f est deux fols difiécentiabls en tout z € R" et calculer V2£(z).

b) Déterminer la nature des points eritiques de J trouvés & la premidre question (maximum local,
minimum local).

Exercice 21
On considére ln matrice A € M3(R) et le vecteur b € R® définis par :

2 -1 0 -3
-A=| -1 2 ~-11}, b=t 1 '
0 -1 2 . 2

Ou considire Ia fonction f : = € B® » }{Az,z) — (6,7} ct lo probléme (P) infrec f(3) avec :
G=ﬂ:ek’:a+z;=0}. |

i) la problame (P) admet-il une solution optimale? Est-elle unique?

if) Ecriro los conditions d'optimalité quo doit vérifier la solution do (P). Résoudre.

Exercice 22
Maximiser Ia fonction f(z) = 14zy — 2} + 679 — 23 +7 sous les contraintes 7y +22 £ 2, 1 +2%2 £ 3.

On précisera Pexdstence ct I'unicité de la solution optimale.

Exercice 23
Résoudre

>l
zg—2r3=1

- 1 -1 0 -1
-1 2 0 eth= 1
0 -1 3 -1

Comparer avee la solution sans contraintes.
Exerclea 24
Soit K uno partic convexe non vide ot fermés de R™, _
Montrer pour tout = € R?, il existe un unique point p{x) € K tel que :
Ip(e) — =la = i Iy =l
Justifier qua p(z) est I'unique point de K tel que :
(v-plz)y—2) 20 Vyek.

{ win f(z) = §{4z,z) - (b,=)

Exercice 256
Solnlmmuiumx-nubunvmurdclt".ﬂnmuld&mlnpmbhmmm-:
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@) ol Az-¥

ol [| || désigne la norme euclidienne sur R™.

1) Interpreter (P) comme un probitne de projoction. Eu déduire quo (7) admet au molns une solution
dans R". Discutar son unicité en. fonction du rang de A.

2) Montrer que u eat solution de (P) sf et seulement i

AT Au = ATb,
3) On posa f(z) = Az — b|. Pour ¢ > 0, on pose
Jelz) = fz) + el
a) Montrer qu'il existe un unique ue € R™ tel que fe{uc) = Inf_gpn fe(z).

b) Ecrire I'dquation d’Euler satisfaite par ue.
¢) Montrer que [Jlufl < luf] pour tout u solution de (P). En déduire que u, converge, lorsque £ — 0+,
vers la solution de (P) de norme minimale.

Exercica 26
Considérons le programms mathématique (PA) :

ﬂ:{(zj -59:_{6+4s§-18c1—1&3+25

-z
FM) | 35422, 59
520

1) Résoudre ls programme (PAM) en s'aidant uniquemant des conditions de Kubn et Tucker. !
2) Virifier grapliiquement la solution. !

Exercice 27
On considére le probléme (P).

min f{z) = 2§ + 23 - for — dma + :
z:-:}ao o ¥ .
nt+ms6
sL,2320

| 1) Ce probldms est-it convexs ?

2) Déterminer tous les points vérifant les conditions de .
e Kuhn-Tucker, En déduire une sobution opti-

3) Résondro graphiquoment (P).

Exercles 28 ' :

Résoudre les programmes mathématiques sulvants !
max f(2) = ~zf 4 22) +25 mf@:{-_ﬂ_’._'_u’”.h-"? :

——

n+mnsl 4+ <2 .
nn 20 n+In 3 i.
Exercics 29

l'.-mﬂ‘_. ERRNNEUIAL INEID an nenba vare la | IREMAE*taes Paca 212
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" Unisat | ' . ' Année 2013-2014
Examen d’Optimisation (Licence 3)
Durée 2H 30
Documents non autorisés
¥ Excarcice 1 (8 points) _ o K
1) Trouver les minima et las maxima locanx de la fonction f : R? —+ R définie par
Flz1, 22) = 3 + 23 — 9zyma +27.

2) Sait la fonction f(zy, 22) = 2034323 + 12222+ 305 —625+54. 'ﬁuuwlmpommmmm

maximum global ?
Exercice 2 (7 points) . : 5
Soit: f une fonction quelcondie de R™ dans R = RU {#00}. On définit Ia fonction f* de R
dans R de la manidre suivante ;

WeR  [E)=sup (o) - fE)]
od {z,3) dsigne le produit scalaire usuel de R™. On nota dom(f) Pensemble -

{zeR*| flz) R}
1) Monteer que : ¥y € R®, f*(y) = sup- [z} — =)l

- 2) Montrer: que f* est convexe.

S oo € () =D
- 4) Calenler explicitement f* avec Vx & R”, F(z) = $}=l® ot |} - | désigne Ia norme euclidienne
gur R . ,
Exercice 3 (7 points) ;
'&&.Aml:fm&mxa.et-bmmﬂﬁR“;.Onmﬁd&ele'pmb&mesuimnt-: -

» fﬁ-““"’ — b}

_oit | |} désigne la. norme enclidierme sux R™. 3
1) Interpreter (P) comme 1 probidme-de projection. En-déduire que (P) aimet au mains une
2) Mongrer que u-est salution de (P) ai.et senloment 5
) AL Ko = ATE,
8) On, pass f(z) = §{l4= 3|l Pour.c > B, on pone
_ A=t
b Borire Péquation d'Euler satisfaite par v .
&) Monirer quer ]l < Jiull pone tout u solution de (P).

AANNnNnnnnuaansy
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UNISAT Année Universitaire 2013-2014
Esmmen d'OpiimIsatfon
_' Deh:déme session.
Durée 1H 30
| Ddcnments nm auf.‘orxsés
X Examica 1{6 pomta)
Dﬁhermin

whm%mmwdmﬁnﬁlmr&nmsumwpt&mmm

Fz,9) =2 +3a:y° 15a.'-=12p< g(a.‘;y, %) = z’y’ +. (:rF Pty :
xExemlceZ(ﬁpomts) g
On mﬂmﬂm l'ﬂppﬁmtzon déﬁma sm: R? pa.r

f{w,y)m "3 o W"I".Vz

1) Montrer “que [ est coercive. En déduice l’mm:tem:a d'ur 3 g,
2) Calculer le gradient-de F entout point. D@temnnetles ‘points ctihques. ¥

3) En déduire le minimurm, global de 7 L | '

Exercice 3 (g points} - :

4 1) Déterminer: lemmnmmse_ﬁ‘ilexmnmnm&ahfom A R—a— R dﬁmy
6—4::: —~3y dont les varisbles sont astreintes Ma.oondxtmnz’-i-{ﬂ =L Gn m&m Lue
" le probléme admet: une solution optrma.le dang les deux csis. -
~ 2) On consitére Ie probléme qui corisiste & décomposer lo:c
-sorte que le produit.de Jeur produie par leur différence soit mmmal. :

% a) Donner le modgle mathéma (’P) de ca«pmblémm
b) R&oudre [’P}.
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UNIBAT Année Universitaire 2013-2014
Examen d'Analyse Convexe
Durée 8H °
A Exercice 1 (7 paints)

1) Soit A et B dewx parties non vides de R™. Montrer que
conv(A x B) = convA x convB.
2) Soit P = JL., G; o les C; sont dés convexes de R”. Montrer que

| W W W W W

.. k
conv(P) -{Z.‘,Am A 20, el ¥i=1-- ,--E,E,\_ml}.
| =] :

8) Scit C un sous-ensamble convexe non vide de R™ et a € C. Monirer que
Kw{deR*:a+MeC, ¥ 20}

est 1n cine convexes,
4) Sait C' = {(21,23) € R® : 7y + 33 < 1,71, 25 2 0}. Déterminer T(C, q) pour a € C.

4+ Exercice 2 (6 points)
Sait € un sous ensemble pon vide et farmé de BR*. On pose

Yz € R* dole) =z, C) = infpec [ly — =
Montrer que do est convexs s et seulament ai C est convexe.

Bxexcice 3 (7 points)
On considire la fonction définie par
définies sur

B={(z,t) €R" x R: jzi* <1}
l)wmhhmmméafammmfmm
2) &) Expliquer pourquoi hiwms(d.t)-:t H:Peat»emmemE
b} De oo qui précdde montrer que la fonction —Infz — 3ff{P} est convexe sur &
<) En déduire que [ est convexe sur B,

u.nrttVALlDEUR an pmb‘ vers la LIOENCE‘** g
Page 215
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UNISAT Année Unfversitaire 2013-2014
Enmmd’Annbanot_wm
Durée 1H 30
Documents non autorisés

Exercice 2 (10 poitits) _
1) Montrer que la fonction suppoct o4 de A (un sous ensemble non vide de R*) est convexe
dp@&mm-d-w‘%m'mamdﬂwﬂAdrﬂﬁt & un

singleton.
2) Montrer que sl A et B sont deux patties non vides de R”, on a

Oatp = 04+ 08
3) Montrer que
Ua = Ommwa-
4) Montrer que si A, B et C sont-des compacts non vides de R™ alors
A+ B=A+C = convB = convC
Exercice 2 (10 points) .
Sait f : R* ~¥] ~ 00,00} ume foriction convexe. On appelle fonction perspective de f Ia
F:R-xﬁ‘f‘—ﬂ-—m-ﬁb}:(&:}a—&{ﬂﬂ ANy
1) Montrer que F est convexs par les deux techniques suivantes :
a) epiF" est wne partie convexe de R x R* x R.
b) VX € domF VY € domF Va €]0,1f, FoX + (1 — oY) € aF(X) +(1 - a)F{Y).
2) Montrer I convexité des fonctions suivantes en utilisant la question 1),
8) F : R* 5] — 00, +0q] : {21, 22) > é 8l 2, >0

+oo sinom-
B PR o tools fm) s { B BT >0em>0
Q) F:Rx R 5] —co,+ou]: ()f,s);w-{ A SERTReEN
ob €' est me partis comvezs de R®, :
ERRETELIALl IMEIID o ‘-‘h vavre la i lﬂ'“c-*.'... 21‘
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UNISAT Année Universitaire 2;113-.-2014
Ldcence S :
Devoir d'Optimisation
Durée 2h
Documents non autorisés
BExercice 1 (7 points}
Soit f la fonction définie sux R? par

fl2,4,2) = 24 = 20y 2P — Jyz + 26° — 45+ 5.
1) Déterminer les points critiques de f sur R®.
2) Montser que Pexpression f{z,y, ) peut s'écrire sous forme d'vme somme de carrés.
En déduire les extrema de f sur R%.
Exercice 2 (7 points)
Sait f définie sur R continfiment différentiable.
1) On considére le probléme d’optimisation

min[f(z) : z € RY) (P)

On suppose que f est fortement convexe de- spport 6, (6>0). S am—r

Manker rae (F] admet une solution unique %*
2) On considére Valgorithme du gradi 4 pas optimal appliqué A (P).
Soit: {2*} 1a suite générée par cet slgorithm
8) Montrer que (Vf(g*1 )" —gf) =0
b) Montrer que f{z*) > f(=**') +§ |z ST |
Ex déduire que Ia suite {f(z*)} est d e et qu'elle converge.
o) Bu déduire que m_ [l ~f =0
o'3) Montrer que _lim [[VF(z*')— Vf(=)] =0
En-déduire que Em [vrE=d] =0
4) Bn atilissnt la forte convexité de f montrer que fi* —2°f| < 1jere
En déduire que la suite {z¥} converge vers o*,

Execcica 3 (6 points) d _ o
La méthode de la plus grande pente: (clest-a-dive du gradient & pas optimal) est appliquée an
‘problime de Is minimisation de _
Flzrima) =23+ 203
an départ de {B,:LMWWHWW sont données parz* = %(2, (—1)*).
Montres que. f(z*+1) =~ § f(2*)
«sss++yALIDEUR en proba vers |a LICENCE*****" Page 217
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UFR-MI Apnée universitaire 2014-2015
LICENCE L3

ANALYSE CONVEXE ET OPTIMISATION
Devoir du 28 octobre 2015
Durée: 3 heures

Aucun documents autorisés.
Justifier et présanter clsirement voy réponscs.

Exercice 1 (4pts)

1) Montrer qu'une fonction f : IR? — ]~c0, +00] cat convexasi o soufement si Epigraphe (f)
est convexe.

2) Une fonction f : B* —] ~ o0, +00] est dite positivement homogine de dégré a > 0,
lorsque Y € RY, Vi > 0, f(tr) = *F(z).  ost dite positivoment homogdnesi o = 1.
Montrer qu’une fonction positivement homogéne est convexe =i et soulement &

Vi,y €RE, flz+y) < flz)+ Fo)

Exercice 2 {Gpts)

Soit O un onvert convexe de.IR™ et f : O = R, On dit que [ est Jogarithmiquement
convexe:sur O lorsque Ia fonction in f : Or+ R cst convoxn.

1) z) Montrer que &i.p : O = IR ent convexe, il en est de midme do la fonction .

b) En déduire-qu’une fonction logarithmiguement. convexe:#st nécessairement corroexs.

2) On suppose ek que f est doux fols différontiablo sor O.

Montrer I'équivalence des assertions: snivantes: )

i) f est logarithmiquement convexe; =
i) f(z) ¥ £z} = vf{2) 97 (2} (0 18 matrice f(z)9? flz) - vi(z) VT F{z) oot nomat - o
définie positive.)

i) la fonction x +3 €< f{x) est convexe sur Q Va € R. .

3) En déduive que & fi of f2 sond logarithiniquemont convaxes ot deux fois différentiables

sur O, il.en est de-méme de leur summe fi + fo.

et RLIAl IPEEIAE o neaha

ave In | ICFNCE**eese Page 218
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Exercicc 3 (4pts)

' ot
Soit f : R* —+ R éfinie par f(xy, 23) = — “2-‘-'-'2"'251324":2':"'3&
1) Etudier la différentiabilité et la différentiabilité d’ordre deux de f et écrire s8 matrice
hessionne. La fonction f ost-olle convexe? concavo?

Exercice 4 (6pts)

Dans R® muni du produit scalaire usuel (, ), on considére le probléme de minimisation
suivani:

@) t{34na- 62}

0 -1 2/ 2
1. Moutrer 1'existence et I'unicité de la solution de ().
2.%®udremtiﬁurquehamditionde!{l(‘l'estunem&t' ion nécessaire et suffisante.
3. Ré& €.

2 =1 0 =3\
bu-C'-{:xGRa/ zg+::g=0},.4= =1 2 ~1 |etbh= 1

#4444 VALIDEUR en proba vers Ia LICENCE***#*+
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1

UFHB Année Universitaire.2014-2015
Licence 3 "

Examen d’Analyse Convexe et Optimisation
Durée SH
Documents non autorisés

Exercice 1 (5 points)
Soit ¢ : R} — R convexe. On définit I, : (R})™ x (R7)* = R par

N el es o) S e (B
e B sl s plos K gw(q‘)

1) Vérifier que I, est convexe. En déduire I'inégalité suivante :

Lo(p,q) 2 (i};m) sa(%:%) -

2) On définit ¢° : R} — R par ¢*(z) =z (1).
a) ©° estelle convexe ?
b) Comment se comparent I, et I ?
3) Donner les expressions de y° et I, dans les cas suivants : o(t) = tInt, ) = (1 - v2)3.
Exercice 2 (8 points)
On considdre la fonction f, définie gur R® (p étant un param¥tre xéel).
o) =+t 42— ple? 197+ 22 - 1),
1) Montrer que la fonction f, est coercive, En déduire queila proposition suivante est vraie :

(=0, 0 %) € R® : V{2, 3, 2) € R, folzo,thr 20) < f3(2,3,2).

2) On ¢'intérosse aux ponts critiques de f,. ,

Montrer qu'il existe une valeur py telle que

a) Pour p < pg, fp admet un seul point critique

b) Pour p > pe, f» admet 27 points critiques. On précisera la valeur de py ainsi que celles des
27 points critiques. o

3) Trouver les minima globaux de f, lorssque p < gy,

4) On suppose maintenant@ > py.

Calculer Ia matrice hessienne de f, et étudier 1a nature des points critiques, En déduire que la
fonction f, admet 8 nﬂﬁmnslobmuaue.l'mmﬁﬁm ' =

Exercice 3 (7 points)

On considére 1a fonction f définie sur R® par ; "

[z 2) =2+ 24P - 22 + 20y 4 232 + 2.

1) La fonction f est-elle coercive sur R??

2) Déterminer les points critiques-de f sur R®. .La fouction f admet-elle des-extrems. Jocanx ?

3) Soit C = {(2,3,2) € R*: 2= 1{z + 9)}. © est-il formé? Borné ?

4) Déterminer les points critiques de la restriction de f & G de demx maxnidves : en utilisent
d'une part les multiplicatéurs de Lagrange, et d'autre part en remplagant s per sa valeur dans
Pexpression de f.

5) Caleuler les polnts ol f est minimale sur C.

FHAARFUALINEIID an nenha vara In LICENCE®****#+ Page 220

Scanned by CamScanner




UR*****eeresBQUIPE VALIDEUR*******sreespnyp= VA InEInesesees seervemnine VALIDEUR

UFHB Année Universitaire 2014-2015

Examen d’Analyse Convexe et Optimisation (Session 2)
Durée SH
Documents non autorisés

Exercice 1 (7 points)

1) Solent I un intervalle de R, f : I ~+ R. Pour tout a € I on note 7 : I — {a} ~ R définie par
'rl{’)“%Wmd’mwm&Mqufmﬁdseﬂmdpomhut
a € I, 7, est une application croissante sur I — {a}.

2) Soit f(z,y) = 12F. définie sur R* xRY,. Calouler le gradient et ls matrice hessienne de f en tout point

{z,y)ER"xk,‘,,.V&riﬂorﬁfutmmmk“xk‘,_anétudﬁamlemede(V’f(z,v)(z):(: ))
pour-tout /4 € K" et tout o &R.

Exercice 2 (6 points)
On se place dans R?, et on note z = (21,22). On considave Ia fonction f de R? dans R définie par :

1@) = 3 (Bz2) + (b2} = 3(ad + o) + o1

oil B est une matrice symétrique carrée d'ordre 2, b un vecteur de R® et a € R

1) DétermirerB et - —

2)Dmnuummndiﬂmnémmdmpomquzrwhemminimmﬂmﬂ)mmmint&def.

a) Si & = 0, montrer que f posséde un point de minimum et qu'il y a une infinité de z réalisant ce
minjmum.

b) Si & # 0, quel est 'lément z* pouvant éventuellement réaliser le minimnm ?

i) 8i @ > 0, z* réalise t-i lo minimum de 7 Pourquoi?

§) 8i a < 0, montrer que f ne possdde pas de minimum.

Exercice 3 (7 points)

Scit n > 1 un entier. On considire Ia fonction

f(z) =) zlnz
=1

définie sur R}, = {z € R : 5, > 0,¥¢ =1, ,n} et lo problame
min f(z)
z€RL, s =1

1) La fonction f est-elle convexe sur R}, 7 Est-élle strictement conveoe ?
2) Le probldme est~il convexe? ~
8) Sait A un réel quelconque fixé. On défnit sur R}, la fonction”

Ia@) = i)+ X3 - 1.
il

F F N ARARAATOIODONMN N nanawa

;)-Mm;lmb,\admat-unaﬁunwulminhmmml{’h&thimmunpﬂm:(.k)qn’ommrimman

b) Montrer qu'il exista e b une seule valeyr Ag telle que T3, #:(X0) = 1 {on donners Ia val e
Ao en fonction den), ¢ i
uniqus
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UFHB Amnée Universitaire 2014-2015

Examen d’Analyse Convexe et Optimisation
Durée 2H 30mn
Documents non autorisés

Exercice 1 (7 points)
1) Montrer qu‘une réunion de parties (C:)ses convexes de R™ n’est pas toujours convexe.
Par contre si les C; vérifient la proptiété suivante :

vi,jel,3kel:GUC; O

alors la réunion UgerC; est encore convexe. En particulier, une réunion croissante de convexes est
convexe,
2) Soient C et D deux convexes de R". Montrer que;

K = Usepl{L = NYC + AD]

esh convexe.

Exercice 2 (7 points)

1) Trouver la matrice symétrique S telle que f(z) = 2”5, pour f1(z) = 2z + a3 + 73 -
T4y — Ta%s), PUis pour fr(z) = 22 + 2§ + 23 — T4y — 2125 — Ta%s). Etudier la convexité des
fonctions fi et fa.

2) Calculer les matrices hesgiennes de gy et g; définies par aifz,y) = 32t +Py+1P et g(z,y) =
z® + zy — T et étudier la convexité de ces denx fonctions.

3) Btudier la convexité de la fonction f(z,y) = &{|={|* sur R*x R}.

Exercice 3 (6 points)

On considére la fonction f définle sur K® par :

Flayp,2) =22+ 2P — 2* + 2ay + 222 + 2.

1) La fonction f est-elle coarcive sur R®? i
2) Déterminer les points critiques de f sur R®. La fonction f admot~clle des axtroma locaux
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ANALYSE CONVEXE ET OPTMSAC[‘ION
Examen de la deuxidme session

Exercice 1

o B’oitSunensemblemnvidedem“ Pomtbuﬁdelﬂ.“ nndeﬁmtlafonctmnd’a.ppmde
IemembleSparug(d)*wsup(a,d} :

I)MuntrexquealAetBsont deuxpa.rtleﬂnonndeadam“

(74.).13 == JJ'A P 5 G;B.

2)Soft8unepartiemnndem“ Montrer que

og= UU“""

; 3) Mm;tm que si.4, Betﬂaent desampaptmnonmdesdem"telque A+B A+C

G’mﬂ B (=Y G’aﬂvG’

‘Excercice 2

Onoonsidbzelafamcﬁont:&éﬁniamrmx](} +¢x‘3[pa.:|:

| r}.-.»

-Montm:‘quel,'estm

Etant:lonnéSmnvmdem“etgmmncﬂon wmavesmmtpodtwems montrer
enuﬁﬂimthdéﬁmﬁonquqlaﬁncﬁonpdéﬁﬁammSpar :

—1
w59 39S :

asteo:muxesursurs Endédmmqlmla.fonchond&mm 5’*&]0,-?00[ par

9(:1:” r) —««-M’(z)
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Exercice 8

Soit € I'ensemble de IR? défini par
C={lz,y) eR}z+y <1, 220,920}
v

z?
Etfinaﬁn-déﬁ'ﬂiGWﬁ(ﬂ,ﬂJ-—3-—29-—-21’,’-}'?4'-2—.
1) Jostifier que f est de classe C*.

1 — @) Calculer son gradient Vf(z,1)-

1~ 8) Calouler sa matrice hertienns V2 £(z, y).

2) La fonction f esi-elle convexe ou concave. .
3)0neomidkeleprob]k:mdenﬂnm:h£mdz.fmc‘.

3 — 1) Justifier que ce probléme admet des solutions.
3—2;Mmgmtnﬂmmbmlumm-hmFrC.d&a
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Université Pierre et Marie Curie — Paris 6 Examen partiel
Mastére 1 de Mathématiques MMO57 - Analyse Convexe
S Maus 2010 13h45 a 15h45

Résoudre chaque probléme sur une feuille séparée. Les appareils
€lectroniques et les documents sont interdits. Les solutions devront étre
rédigées de maniere rigoureuse. Lorsque des résultats du cours seront
utilisés, ils devront clairement étre énoncés. On notera que certaines ques-

tions peuvent étre résolues indépendamment. La qualité de la rédaction et
de la présentation sera notée.

On utilisera les notations du cours : £ désigne I'espace euclidien classique de dimension N,
(- | -) son produit scalaire, || - || sa norme, et d sa distance.

Probléme I. (50 points)

1/ Soit C' C £. On désigne par conv (C) le plus petit sous-ensemble convexe de £ con-

tenant C, et par cone (C) le plus petit céne (pas nécessairement convexe) de £ con-
tenant C. On rappelle que

conv (C) = {Z AjC;

j€d

J ensemble fini, {);},e; € 10,1], Z)uj =1, {¢c;}jes C C},
: jeJ
et que
céne (C) = {Xc| X €]0, 400, c € C}.
a/ Montrer que cone (conv (C)) = conv (cdne (C)).

b/ 11 découle de 1/a/ que cdne (conv (C)) est un céne convexe. Montrer qu'il s'agit
dn nlus petit cAne convexe de £ contenant C.

¢/ On suppose que C = {c;}:es est un sous-ensemble fini de £. Montrer que

K'—{Z)\,ci

iel

{Aikier C [0, +oo[}

est le plus petit cone convexe de £ contenant C.

2/ Soit D C £.0n désignepar D° = {u € £ | (Vz € D) (z | u) < 0} le cOne polaire de D.
Soient I = {1,...,N}, {ei}ier la base canonique de £ et K le plus petit céne convexe
de £ contenant {37_, €;}ies- Utiliser la question 1/¢/ pour montrer que

K® = {(mi)ier € RY | py <0, py + g S0,...,m+...+puy <0}

48r12u 1 w*VALIDEUR en proba vers |a LICENCE"™""** Page 240
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Problémte IL. (50 points) Soit f: £ — ]—o0, +00] une fonction convexe. On appelle fonction
perspective de f la fonction

F:RXxE& = ]|—00,+00]: (£,1) — {gf(:z:/g), s? a2y (1)
+00, sinon.
1/ Montrer que F" est convexe par les deux techniques suivantes :
a/ €piF est une partie convexe de R x £ xR (on pourra invoquer la question I.1/a/).
b/ (VX € dom F)(VY € dom F)(Va € )0, 1[) F(aX+(1-a)Y) < aF (X)+(1—a)F(Y).
2/ Montrer la convexité des fonctions suivantes en utilisant la question 1/.

&/ F:R? = |00, +00] : (61,6) > {53’ Sy S Gl
+o0, sinon.

€3/&, si & >0 et &> 0;
+00, Ssinon.

b/ F:R? = |—o0,+00] : (£1,&) — {

¢/ F: R o |00, +00] : (61, ) {51 it & = B g
400, sinon.

£, si £€>0 et xe&C,

d/ F:R x £ =& ]—00,+x] : (€,2) — ;
+o00, sinon,

ou C est une partie convexe de £.

————”A$ + bl si (z|u)>mn,
e/ p: €= ]-00,+0|: < (z|u)—n i
+0o0, sinon,
ol A RMXN pc RMX1 4 c £ etneR.
Y8 s
== s i1 6 > 0;
f/ ¢: &€ 5 ]—00,+00] : (&)1<icn — Z:L & 2im €
+00, sinon.
18107/2017 s++++VALIDEUR en proba vers la LICENCE™™**  pagq 241 ]
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Paris 6 — Mastére 1 de Mathématiques - Analyse Convexe
Solution du partiel de mars 2013

Solution du Probléme I :

1/ a/ Soit z € cne (conv (C)). Alors il existe a € |0, +ool, J fini, {Aj}jes C ]0,1] et {c;j}jes C
Ctelsque ) . ,\j=1letz = @Y ey Ajci- Par sulte,

T = Z )\j(aCj) € conv (Cf)ne (C)):
jed

car {ac;};jes C cone(C). Par ailleurs, soit z € conv (cobne (C)). Alors, il existe J fini, -
{(Abies C 10,1] et {z;};es C cone (C) tels que Y;e; Aj = 1 et & = Fje; Aj25. De plus,
pour tout j € J, il existe {a;}jes C ]0,400[ et {cj}jes C C tels que z; = a;c;. Posons

B=73 s @A) Alors
3 (az\j) ¢; € conv(C)

jeJ

=Y

jeJ

et

aij‘j) ¢;j € cdne (conv (C)).

L) Duie &y un woue wonvere contenant C. Comme K est un convexe contenant C, alors
conv (C) C K. Donc cone (conv (C)) C cbne (K) = K.

¢/ Soit D un cbne convexe contenant C et soit z = Y _,.; Mic; € K, avec {Ai}ier C 0, 400[
et {c;}ie; C C. Sion définit A = Y, ., A, alors 3., (3;) ¢; € D, car D est convexe et

{eitier CD.Doncz = A c; (i}}) ¢ € D, car D est un cone.
2/ 1l découle de 1/¢/ que K = {Zf\;l /\!-E;ﬂ ej | {Mitier CR4}. Soit u = (#i);er € K®. Pour

tout 7 € I, on obtient
i i
zpj=<u|gej> <o.
i=1 ji=1

Par ailleurs, soit u = (p);; € € te_l que 2}21 pi SOpourtouti€ I.Siy = Ef‘; 1 N E§=1 ej €
K, alorsona (y | u) = /L) A Thy 4 < O,

18/07/2017 =w**VALIDEUR en proba vers la LICENCE****** Page 242
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lution d bléme II :

1/ a/ Posons C = {1} x épi f. Il découle de la convexité de f que C' est une partie CONVEXe de
R x € x R. De plus,

épiF = {(£,2,¢) €10, +00[ x E VR £F (/8 < %]
= {(€,2,¢) € ]0,+00| x € x R | (z/£,(/€) € épi f}
= {€(1,y,7) | € €]0,+00] et (y,n) € épi f}

= U xc

A€]0,4o00[

(2)

= cdneC,

qui est un céne convexe (cf. Probleme 1.1/a/).

b/ Soient X = (z,£) e dom F, Y = (y,n) € dom F, eta € |0, 1[. Alors v = a+(l1—a)n >0,

et donc

FlaX+(1-a)Y)=F(e§+(1—a)n oz + (1-a)y)

P
(afz (1—anu)

=\3ET Ty 1)
o (51(3) 25 (3)
<ats (%) +a-ams(¥)

=aF(X)+ (1—-a)F(Y). (3

2/ a/ Onapplique 1/a&=Ret f: &= &
1/621 si &2 > 0;
+o0, sinon.

—1In(&;), si & >0;
+00, sinon.

b/ Onappliquel/ééI:Retf:{gH{

c/ Onappliquel/éé':Retf:egH{

d/ On applique 1/a f =1+ ¢c-

e/ On applique 1/ f = || - ||* et on obtient la convexité de la fonction
lzlI?/€, si &>0;
F:Rx & —]—o00,+00] : (€,2) — {+00, Sinor 4)

Par suite, puisque la transformation T': £ — R x £: z + ({z|u) —n, Az + b) est affine,
la fonction ¢ = F o T est convexe.

f/ PrendreM=N,A=I,b=_0_,u=letn=0dan52/e/.
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UNIVERSITE DE CERGY Année 2012-2013
LICENCE d’ECONOMIE et GESTION

Premiére année - Semestre 2

Fonctions de plusieurs variables

Chapitre V - Extrema - Convexité - Corrigé de quelques exercices

Exercice 11
- ” —— 9. . A
Lt plan m  evauy w4 un repere orthonorme,

1. Montrer que E = {M(z,y) € R*/y > z*} est convexe.

L 3

Soient A(z4,y4) et B(z s, ys) deux points de E. Montrons que tout point M(zy, ym)
du segment [AB] appartient a E
D’aprés le cours, si M(z,y) € [AB], il existe A € [0; 1] tel que

{ M = AZa+(1-AzB
ym = Aya+(1-ANys

On a l'équivalence : M € E <= yyr > 23 <> yy — 3 20

Or yar = Aya + (1 = Nys 2 Az + (1 — M)z} car A et B sont deux points de E
et 22, = (Aza + (1= N)z5)” = Nz + 221 — Nzazp + (1 - N)h

Dot yu—23 2 Ah+(1—Nzh— (V2% + 201 = Nzazp + (1 — V)
A1 =Nz} — 2X(1 = Nzazp + (1 — A)Azh & vérifier !
A1 =) (z4 — z8)*

> 0 carA€(0;1]

v

v

Donc yy > Tay et M € E
Remarque : on a&en particulier montré que : )\xi-{-(]_.._ ,\)m% > (Aza+ (1= A) 338)2 (*)

nrianaT sxv+++VALIDEUR en oroba vers Ia LICENCE****** Page 244
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2. Montrer que D, = {M(z,y) € R*/z? 4+ 4 < r?} est convexe.

¥

Soient A(z4,y4) et B(zp, ys) deux points de D,.. Montrons que tout point M (s, Ym)
du segment [AB] appartient & D-
D’apres le cours, si M (z,y) € [AB], il existe A € [0; 1] tel que

zy = Ma+(1—-A)zs
ymy = Ma+(1-Nys

MEeD, <23 +yiy <1°
zi = (Aza+(1- MNzp)? < Mz +(1- A)z% d’aprés 'inégalité (x) montrée au 1.
De méme y2, = (Aya + (1 — Nys)? < M2+ (11— Nyp
Dod 2, +33 < Azh+(1-— Nzg 4+ M2+ (1 — Nz
Az? +y3) + (1= (=% + vB)

y
!
!
l
£
£
i
Ar? 4 (1= \)r?
4
£
K
n
X

IAIA

r et M €D,

IN

Exercice IV
1. Soit A € [0;1]. Montrer que
V(z,y) € (R)", o' < Az + (1 - Ny
a. La fonction « logarithme népérien » est concave sur R?. (voir cours) : c-a-d
VA€ [0;1], V@, p) € (R})", In(Az+ (1= N)y) = Anz+ (1= Ny
In(Az+ (1—A)y) = Iz’ +lnyl -
In(Az +(1-A)y) 2 In(z*-y"?)
Dod Mx+(1—-Ny = -y

Eitil’l‘l‘
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-

b VA € [0:1) Y(z.y) € O

21N @Az (-0 0 = exp(Alnz + (1 - A)Iny) (¥)

La fonction « exponentielle » est convexe sur R, donc (avec ' = Inz et Y =Iny)
exp (Ar' + (1 — A)y) < dexp (z') + (1 - Nexp (v')

c-a-d: exp(Alnz+ (1 — ).)In y) < dexp (Inz) + (1 — A)exp (Iny)

c-a-d : (en utilisant (x)) z*-y@™N < Az + (1 - Ay D’ot le résultat.

2. On utilise la concavité de la fonction « logarithme népérien » :

V(xlnirﬂ-"'.xn)E(R:_) YO Az 2 An) € ([051])" tel quez)q—l

MMM S

In (M1 + AaZa + - + AnZn) 2 M1 lnzy + A2lnzp + -0+ A Inz,
c-a-d :
In (A1Z1 + AgZ2 + - + AnZn) 2 In (z{\‘ B I a:n"“)
Soit
Mgt oot oot Nty 2T 2% s =
Exercice V

1. i : filz,y) =2z — 12 +2zy—62+3.

_—— Qy —

grad fi(z;y) = (4:5 + 6). Pour déterminer les points stationnaires de f on

Ainsi s° —rt =—1<0etr>0: f posséde donc un minimum en O.

-2y + 2z
i résout le systéme :
4r+2y = 6 y = % o

i {25:—23,: =0 ‘z'{ﬁz w 4 FESSL

f posséde donc un unique point stationnaire Mﬂ(l 1).
: ; o°f f
' l\aturedeMn:onposer:ﬁ(l;l)w——ﬁl,s ( 1)=2e H—W(l 1)=-=2

On a donc 82 —rt = 12> 0: M est doncunpomt col de Gy.
l 2. fo i falz,y)=y1+22+9.
' T
- VI+z2+y? ; s
l grad fg(x;y) = ‘; TY" |, 11 est immédiat que O(0;0) est I'unique point
' I+2+ 7
l stationnaire de f. .

& :
. T2+ - ——
Q%—z(')— RV S N 2 S |

l On a Ty = 1+m2+y oncr—_@(ﬂ,)_ .

a2f2( 1Y) = “H;I % done s = 2L (0:0) = 0.
l dyox 1+ 22+ y? - dyoz

X Y e . S M

“12(3;- ) == - Lo d by donct_—_ﬁ(o-o)_l
! ay? y 1+ z% + 92 A2 =

B sena s AL INEID an nrnha vare kn | ICENCR** 84+ Page 248
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3. f3 : fa(z,y) = i"‘ 5 +zy . Dy, = R*\ {(0z); (Oy)}

2 ) ;
grad ?3(3;; y) = % . Pour déterminer les points stationnaires de f on

I.‘Oij_.

y:

SES

=ty =0 1
o y = —

— { . - 2 = { g 1)

=i - —z° +

tam =0 ol o 0 2=z
Y
Seul z = 1 est solution de la seconde équation dans D f,  fa posséde donc un unique
point statlonnalre My(1; 1)
fs
0x?

g:gs(zy)d—s

&1y 2. &
B2 —(z;y) = 7 donc t =

0% fs

(B y) = —doncr— 52

S (1) =

Ainsi, s’ —rt = -3 <0et 7> 0: f posséde donc un minimum en M,

Exercice VI
Etudier la convexité des fonctions suivantes :

L fi : filz,y) =22% + ¢
Vi) € R, 2 a) sz ey %(x; v =2y

& &
Donc 7 = Z=2(x;y) =4; s 6y6 —(z;y) =0et t= ayél(x y)=2
2. fa ¢ faz,y) = z* + 62%y% + ¢
ofa
V(a: y) € Rz, 3f (z;y) = 42 + 1229 et ——fz(m y) = 1222y + 443
Doncr—- (x y) = 1222 + 12¢2; =iaa f2 (3 y) = 24zy
- Oyoz

ett=§F(m 1Y) = 124° + 1222,
Donc
s'—rt = (24ay)? - (12(22 +¢?)
12* ((2ay)? - (I +y ))
= 12% (42%y® — 2% - % — 2g% ?)
= —14(z’ -2 <
Comme r >0 et t> 0: f, est done convexe sur R?.

‘.....VAL’DEUR en pmha vers l. LIGENCE""'*

Donc s —rt=—-8<0etr>0ett>0: f; est donc convexe sur R?, .
N
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_ Exercice VII
Soit f la fonetion définie sur R? par f(z,y) = z* + %% + y*.
s P e R e |
1 grad f(m',y) =
2z%y + 498
4z° + 212 = 0 2z(z? +9%) =
2y +4 = 0 2z +3%) = 0

). On résout le systéme :

o

Sr=y=0

En effet, x2+y2=0¢>m=y=0.
f posséde donc un unique point stationnaire O(0;0).

. 0f ; s
2. Ici: é}g(:z:;y) = 122% 4 2y* donc T = 8—;;(0;0) =0
o*f O f
3y6$($1 y) = 4zy donc s = ayc?:c(O;U) =0

2

o?
il I T T 2 = S VY i
3y (z;y) = 12¢y* + 22% donc ¢t = ayz(U,O) 0

Ainsi, s* — 7t = 0 et on ne peut pas conclure ....
3. £n posant

52 2 52
§(z;y) = (ay;;(x;y)) = Fé(z;y)-%(x;y)

= (4zy)? — (122 + 2y%)(12y% + 22?)

= 167%y* — 14dz%y* — 24z* — 249" — 422y
= —24z* — 249" — 13227

= —12(2z* + 2¢* + 112%%) < 0

Comme r > 0 et ¢ > 0, f est donc convexe sur R? : f admet donc un minimum
global en son point stationnaire O.
4. On peut remarquer que pour tout (z,y) € R? f(z,y) > 0 (somme de puissances

naires ) et f(0-0) =0 done pour tout (z,y) € R?, f(z,y) > £(0;0) et f atteint
un minimum global en O !

Exercice VIII

Montrer que le produit de deux nombres réels z et y , de somme Sy donnée est .
lorsque ces deux nombres sont égaux. maximal

Posons P(z,y) = zy et S(z,y) = = +y. On cherche donc le maximum de la fonction P
sous la contrainte S(z,y) = So- |

Ona:5($ay)=304=>$+y=304=>y=50%m

On substitue cette expression de y dans P : P(z,y(z)) = 2(Sy — z) = —2* + Sp.z : P

est donc une fonction du gecondsdegr% de coefficient dominant égal & a = —1 : P atteint
- —S0 0
doncsonmaximumen -2—a—= '__—2=—é— Danscecas;;:Sn_x:&:m.

Remarque : Le probléme revient & déterminer le « rectangle » d’aire maximale & périmétre
fixé : c'est le carré qui vérifie cette propriété.

L W W W VYR TG A AN AN AN A 4
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Exercice IX
Etudier les extrema de f sous la contrainte g(z,y) = 0 dans les cas suivants :
1. f(z,y) =222 +2zxy+y* — 6z —2y —3et g(z,y) =z +y — 4

La contrainte permet d’exprimer implicitement y en fonctiondez : ¥y = ¥y
On étudie alors les variations de la fonction F définie par F(z) = f(z;y(z)) =
2332+2$(4—'$)+(4—$)2—6$—*2(4—I)—3=2$2+8$—2$2+16—85L‘+T—2—
6z —8+2c—-3=2—4z+5
F est une fonction polyndme du second degré de coefficient dominant a = s 6. J1 &

() =4—=z.

: —b
F atteint donc son minium en z = = 2
a
Conclusion : f admet un minimum relatif sous la contrainte z +y —4 = 0 en (2;2).

Ce minimum est égal & f(2;2) =1
2. f(z,y) = 10zt + 2%
1 1 1
g(z,y) = Zln(w)+ §ln(y) —3=Inz* +1nyé -3

OnposeX=mi etY=y% calors X >0etY > 0.

On étudie les extrema de f(X,Y) = 10X +2Y sous la contrainte g(X,Y’) = In X +
InY -3=0

La contrainte permet d’exprimer implicitement Y en fonction de X :

3
ETT .

mnX4+hY-3=0<=hY=3-IhX <Y =¢ X

2 3
On étudie donc la fonction F définie sur R’ par F(X) = f(X,Y(X )) — 10X + %

2 10X?% — 2¢€3
F est dérivablesur RS, et VX > 0, F/(X) = 1025 = =% 2 (5x2 - &)

X2
F'(X) est du signe de 5X? — ¢’

i 0 el +c0

F'(z) — +

F \/

[e3

Ici F est définie sur R}, et donc F' admet un minimum (sur R%) en X =4/ —.
6V5

1 _ 4“_8

SiX:\/g&lorSY “‘—\/_\/_et{ xf <=r{ z=X"=—

2
y=Y?®=55e2

6
g e 5 i %
f atteint donc son minimum en (-—; 5\/53§) et ce minimum est égal a

f(%;wﬁei)_w (6) +2- (5v/5e? )%—7-— e +2v5 et =4v5. eb.
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Universits Féliz Houphouet Boigny de Cocody + UFR«MI - Licence & - 2013-2014
NB: la olarté de In rédaction sera notéel

Examen de Techniques de Recherche Documentaire (1 h 10 mx)
_ {Premiire Session)
Roercics 1
1) Qu'est oo qu'un dooument secondgire? '
gont Jes. différences essentielles eatre un livre ob un périodique 7

%) Définir les termes ‘doeumentaires suly itter ise. | documentaire), la cote
(dvn Yives), Troncature. sulvante: Litterature grise, le bruit (i

Exoercive 2 !
1) L'index d'un Jivre est

8) une lste alphabstique de termes qui permet de retrouver une information.
b} une Hate de Yermes-employés dans Louvrage en question
¢) une conclusion

d) une liste d’abréviations
Cholslr la ou les bonne(s) réponses,

2) Pour repérer les informations utiles dans-tn ouvrage, je me sers
&__)'--Dn Péditeur *

b) De la table des. matidres

€).De I date d'8dition

d) De I'index

Choisir la ou les bonne(s) réponses.

3) Vil ou Faux. (Justifier les réponses) [
a) 8 on cherche dans une base de donuées, les références trouvées sont souvert plus précises
b) Un index est Tentits qui dserit e souree-d'information spéeifique telle guitun livre.

Exercice 3

1) Pour vérifier la pertinence de I'information trouvée dans-un livre, par rapport au sujet traité
8) Je lis les résumés d'ouvrage sur la 4éme de couvertive

b) Je 1is 1s préface

¢} Je wérifie i le livre est en magasin

Choisir ]a ou les bonne(s) réponses.

2) Une bibliographie

®) Regrace la vie d’un auteur

'b) Séléctionne les extraits les plus importents-de 1a. Bible
<) Liste des références de documents

" Choisir 1a ou lés' bonne(s) réponses.

3) Quel est, en générel, Vopérateur boolen par défaut dans les moteurs de recherche {recherche
simplel). Eerire ung requéte permsttant. de rechercher simplement, daos le moteur GOQGLE,

v S : $cdiers de type Word eontenant exactement la phrasesuivante: Tout groupe fini

##¥***VALIDEUR en proba vers la LICENCE****** Page |
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- 3o Fchaveho Docamenteire (1 b 16 mn)
Bxarmen de Tochniques

Exercics 1

1) Quest te qu'un. Thésourus?

a) Bibliographie critigne,

b) Biobibliographie commerciale:

Exertica 2

Lindex d'un Bvre est . .

) wns liste alphabétique de'mel-qﬁl_uummww-mﬂm
b) une liste de termes employée dans Fouvrage en question

¢) une conclosion
d) une liste d‘abrévistions

Choisix Ia.out 168 bonnas) réponsels).

Exercice 3

5) de.circnler-d’ime page web A I'nrire ,

b) d'ouvrir une page web autee qus ia paged'eccuedl

¢) de-visnalizer une hmage
e) desse diriger vers un puta sits.

Choisir 1a ou les bonne(s) répodisela).

Exercice 4

1) Décrire Je principe-et;Io foutionnemvent de Ja classifigation Dewey. .
2) Quel est. Pinidice eorrespondant su dotaine Sciances dans Ia divislon Dewey? Donner I couleur
correspondente.

3) On considire les cotes suivatites (telatives. & Ja classification Dewey):

_a=555.22 GEP
o==555.01 GAP
d=555.008 GEP

Classer css cotes de s phut petite s lacphs gracde {ordre crolssant).

sexx2v WAL INEIID an nenha vars Ia LICENCE* ¥ ***? ”3-
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Universiéé Péliz Houphoust Boigny de Cocody - UFR-MI - Licence $ - 2015-£016
' 4
NB: la dlarté de la rédaction sera notée!
m«w*mmmﬁhm) ‘
iDmtn S
Exercice 1 ‘

1)Qnanummdiﬁ&enmmmmﬂauuamhutmp&ﬁodhﬂ?
2) Définir los termes documentaires quivants: Lezique, Troncature:

BExercice 2

1) Llindex d'un lvre est

l;--mllwudphnbiﬁqmdabm qulpemetdomtrowmeinm
b) tme liste de termes employée dans Youvrage en question

€) une conclusion

Choisir 1s ou les bonne(s) Téponses.

2) Pour repérer les informations utiles dans un cuvrage, je me sers
a) De Uéditeur

b) De I table des matidres

c) De Ia date d'édition

d) De I'index

Choisir 1a ou los boxme(s) réponses.

a) Siu:chmhndu:;.:n :
v 3 . : 7 j *un. livre.

%ﬁ&ﬁl‘mﬁéqﬁ&aﬁmmdwmw,tﬂaqﬁn

ﬁ?mv:iﬁuhpaunmuﬁumﬂimwﬂmuﬁrm,w-mpmmmmﬁé

.)amumrm.mumae-m

b) Je lis la préface

e))JeMaile-’n'wnestm'mmﬁn

Cholsir 1a ou les bonns(s) réponses.

D e
B o los extraits les plus fmportants do la Bible

‘Gélsctionne
I:j}ms.du rééérences ds documents
Chaoisir I ou les banne(s) réponses.

EEmBmEEIRARARANN
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Exercice 3

1) Pour avoir une idée générale sur un sujet ot Stre en mesure de mieux le préciser, il est
recommandé de consulter

a) des encyclopédies

b) desthéses
2) Lorsqu’on veut repérer des informations scientifiques les plus récentes possibles, mieux vaut ol
consulter: .

@) des monographies {livres)

b) des articles de périodiques

3) Lorsqu’on veut trouver une analyse compléte sur un événement important qui s'est produit i
y a plus de 3 ans {par exemple le naufrage de 'Exxon Valdez et ses conséquences sur

'environnement marin), mieux vaut consulter:
a) des articles de journaux

b} des monographies

Exercice 2
1) Il est parfois nécessaire de consulter plusieurs bases de données pour dtre assuré de repérer
I'ensemble de la documentation. (Vrai ou Faux).

2) - Aller sur le site suivant

hitp://www.bibliotheques.ugam.ca/centrale

- Faire une recherche par auteur. Lequel de ces documents, publié durant lannée 2008, 2
pour auteur Hubert Regves ?

] Le défi du monde

i) De quoi est fait I'Univers ?

iil) Dieu et Darwin ; débat sur les origines de I'homme

iv) Petite histoire de la matidre et de l'univers

v) Galaxies et cosmologie
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Comparer
le hombre de
résu
Itats obtenu au nombre précédant. Commenter ces résultats

une ba
se de données, on peut chercher sur plusieurs années  la fois.

{Vrai ou Faux)
3) Sion cherche da
ns une base de données, on accéde toy i
gods. (Ve ol BNc) & toujours au texte intégral des articles
Si on cherche dans une base de données, les références trouvées sont so
précises que celles retrouvées dans un index imprimé.

4
) uvent plus
Uindex des sujets est la liste alphabétique des sujets couverts par les documents

5)
inscrits dans un catalogue ou une base de données.

Exercice 4
1) Onpeutchercherdanseoogleou\‘ahaopourwuver:
majorité des articles de revues parus sur des sujets spécialisés
ur des personnalités connues
s sur le Web dans plusieurs

a)
b) des renseignements biographiques s

2) Quisuis-je 7Je suis un outil qui permet de faire des recherche
bases de données a la fols.

s) Unmoteurde recherche tel Google

recherche tel YIpRY mmmﬂmmmﬂ

I'information sur un sujet géneéral

&) Un métamoteur de

R Sile-je ? Je suls le meilleur outit pour retrouver de
N g exgmpla la liste des curiosités touristiques au Yucatan, Ia criique d'un film récent
etc). -
a) Unmoteur de recherche tel Google
b) Un répertoire tel que Yahoo!
précis tel que la

4) Qui suls-je ?usuishénelﬂeurouﬂlpournukundmnt
mewmmdelww.

a) ‘Uinmoteur de recherche tei Google

) usriperm e atool .
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S) Aucun .
} Aucun outi ge recherche ne couvre la totalité du Web. (Vrai ou Faux)

S Qui Suis-je ? Je classe les ressources disponibles sur Internet et hiérarchise I'information

en la classant en catégorie et sous-catégorie. b
2) Un moteur de recherche tel Google
b) Un répertoire tel que Yahoo!

Scanned by CamScanner
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;QUIPE V‘L'DEHR"“"'"'EQI."PE VAI.lDEun""'" rexesEQUIPE VALIDEU
' UFR MI
Année 2013 - 2014 ; —_— —
b GESTION DE-PROJET --L3 Math/Info
i Devolr - burée : 1h15 min
w
; T !
Enoncé : Montage d'un film : Un producteur de cinéma est confronté au
I probléme du planning de son prochaln fllin et vous soumnet les téches qui doivent
i étre effectuées : - .
- Coow ¥ Durée Taches antérieures
i __ | tiche Désignation de la tdche Cours - ‘
A | Ecriture du scénario 30
- g |Choix et recrutement des - 12 | nepeut commencer que 15 jours aprés le
i comédiens ne début de A :
\| ¢ |Choixdulieu du tournage 8 | ne peut commencer que 20 jours apris
i S début de A -
D___| Découpage technique 4 |aprésAetC
_ E__ | Préparation des décors 7 |aprésCetD
i F__| Tournage des extériew's 10 |aprisA,B,CetD
" |__6 | Tournage des intérieurs 12 |aprésD,EetF
- H | Synchronisation 3 |aprésFet
i I | Montage 14 |aprésH
7 |Accompagnement sonore 7 | ne peut commencer que 3 jours aprds le
l début de T
k e 6 |aprésfetd
] L__| Tirage de la copie zéro 1 |AprésK
N_E : T.u =1
l 1- Tracez le diagramme de PERT. Mettez en évidence les dates au plus $8t et
, au plus fard ainsi que les marges libre et totale de chague t8che. Chaque
l tache sera représentée sur le diagramme selon le format ci-dessous
: Début + 6% Fin + 18t
L Début + tard | Fin+ tard
! Vo T Marge libre | Marge totdle
'r_,.,,_,- : e Scanned by CamScanner
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2- Quelles sont les taches critiques du projet ? N
b les
3- tndiguer ki durée minimale de réalisation du projet. Rappelons que
dtrmu t8ches sont-calculées de fagon que celles-cl solent réalisées o
par une seule personne ﬂ
4- Comblen de personne minimum || faut pour le réaliser (1 tache étant i
réalisée par 1 seule personne) ? Justifiez votre réponse. ‘ _ g
Bonne Chance 4 tous : =
! " =
i '
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. UFR MI
Année 2014 - 2015
GESTION DE PROJET - L3 Math/Info
COMPOSITION ~Novembre 2015 Durée : 2 heures
Exercice 1 : Questions de cours

a. Quel est l'objectif de la planification et quels sont ses éléments de bass ?

b. Définissez les notions de Marge Totale et Marge Libre.

c. Quelles sont les principales phases du processus de gestion de projet ?

d. Quels sont les différents eléments qui permettent d'effectuer l'analyse
du contour d'un projet ?

e. Comment peut-on définir la.notion de « Gestion de projet »

Exercice 2 Planification et PERT

Enoncé : Le BNETD {Bureau National d'Etudes Techniques et de Dévdoppmenf)
& a regu la maitrise d'ceuvre de la construction d'ime piscine olympique sur un
‘ campus universitaire, Le tableau des entériorités des taches est le suivant :

—

]

Téches

Excavation
~ Fondation
Pose de canalisations
Essais en pression
) Etanchéité .
Mise en piace de la station d'épuration
Mise en place du chauffage
Raccordement électrigue -
Sonorisation sous- marine
Dallage
Construction des vestiaires
Construction du solarium
Mise en equ

PR R %

'&B':To=1

\|

- -

I
¥
b
i
N
i
N
by
b
|
|
K
i
1
1
1
3
J
j

.......... ENMEIID am smabe e la | ICEMAEY YA 28e Paoe 2680 -
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I- Tracez le di
g mq;;::m de PERT, Mettez en évidence las dates au plus t6t et

t que les marges libre et totale de chag
ue tdche, Chaque
tache sera représ . €e sur |2 diagramme selon le format ci-dessous
Début+ 8t - - TFin«t8t
Début + tard Fin + tard
Marge libre Marge totale | -

2- Quelles sont les taches critiques du projet 7

3-Les travaux débutent le 1 avril. Chaque mois comporte 20 jours

?;T‘M“. Déterminer si linauguration péut avoir'lieu comme prévu le 15 o
" 4- Lors de la pose des canalisations, on apprend que, suite & un incident

technique, cette opération durera 6 jours de plus que prévu. Cela aura-t-il
une influence sur le délai prévu? ... _e !

5- La direction s'inquidte quant au respect des délais. Elle propose de se
passer de la sonorisation sous-marine. Cela vous semble #-il judicieux ?
Justifiez votre réponse, : ' g o

6- Affectation des ressources. On considére que les durées des taches sont
calculées de fagon que celles-ci soient réalisées par une seule personne.
A- Combien de personne minimum il faut pour le réaliser ?
B- Justifier cela & travers le tableau joint en annexe. (le tableau doi* Etre

rendu avec votre copie) S

o,

Bonne Clmancé“&'..Tous

]
FEREE N BEEEENAANNANNRRRSN
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| Amée20is-20t6 |
GESTION DE PROJET - L3 Math/Info
COMPOSITION - Novembre 2016  Durée : 2 heures

 Exercice 1 : Questions de cours . -

1. Comment peut-on définir la notion de « Gestion de projet »

2. Quels sont les différents éléments qui permettent deffectuer Ianalyse
du contour d'un projet ? Rl ey

3. Selon combien de critéres peut-on découper un projet? citez les et
donner 2 avantages par critéres, "y

4. Quelles sont les critéres ou paramétres: qui permettent de déterminer la
durée dune tache?

5. Quel est l'objectif de la:pian

ification et quels sont ses €léments de base

Exercice 2 : Planlﬂcaﬁonc"' PERT

tindustrie Agro-dlimentaire. .
Vous &tes chargé de mettre en place le- planning de réalisation d’un nouveau

produit et de gérer Je suivi de ce projet. -
Le fableau ci-dessous résume [es différentes taches & réaliser pour parvenir & la

se SANILA-CI dans

fin du projet. Les letires représententles différentes tdches du projet.
| Tache Prédécesseur _ Durée
1A - - 4 _
_E A |6

I - 110
% = = 19

E C 17

F (o Rl

& “IB.F. 16

H B, G 8

I H 16

;j'_— E,H |2

K

m-'zliml :

e b vimes la | ICENCE A AEE
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NB: a- To=1
b-n'Munemn*rdmdemeb&wae4jmentﬂH.

g-ﬂmemwmdeWFhwaameﬁJ

1- Quelles sont les tdches Wayant pas d'antériorité et quest ce que cela
implique ?

2- Tracez le diagramme de PERT. Mettez en évidence les dates au plus 15t et
au plus tard ainsi que les marges libre et totale de chaque téche. Chaque

tiche sera représentée sur le diagramme selon le format ci-dessous

Tache
Début + 16t  Fin + 161
Début + tard Fin + tard
Marge libre Marge totale

3- Quelles sont les téches critiques du projet ?
4 Si la valeur de Ja contrainte entre E et J avait été négative (FD = - 5).
quest ce que cela aurait signifié ?
B- En choisissant une tache ayant une marge libre différente de la marge
totale :
A- Expliquer précisément les implications sur le projet d'un retard
supérieur & la marge libre: survenant sur la téche choisie.
B- Expliquer précisément les implications sur le projet d'un retard
supérieur & la marge totale survenant sur latéche choisie

6- Affectation des ressources, On considire que les durées des taches sont
caleulées de Fagon que celles-ci soient réalisées par une seule personne.
A~ Quelle est la durée du projet ?
8- Combien de personne minimum il faut pour le réaliser ? Justifier cela &
travers le tableau joint en annexe. (le tobleau doit &tre rendu avec

EFERFRAEEEEHEOOADINI NN

votre copie)
Bonne Chance & tous
B
sesasrYALIDEUR on proba vers la LICENCE****** Page 263
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‘ Amée 2&15 i 2016 ime e e w B e ) e
GESTION DE PROJET - L3 Math/Info
‘ COMPOSITION - Décembre 2016  Durée : 2 heures
‘ Exercice 1 : (10 pts)
Enoncé : Dans le cadre de la réforme hospitaliére, les conseils d'administration
i de 3 centres hospitaliers voisins ont élaboré en commun un plan de
rationalisation de leurs activités. Tout en maintenant les 3 sites existants, ils ont
décidé de fusionner en une seule entité appelée HOPITAL ABIDJAN. La
i réorganisation des unités de soins et de leur gestion implique I'interconnexion
des réseaux informatiques des 3 sites. Deux des 3 hépitaux, désignés H1 et H2,
i sont déjd interconnectés ; vous participez & I'étude et & la mise en place de la
connexion du troisiéme. hépital, désigné H3. -
i & L' évolution du réseau focal du site H3 a été planifide. Les téches nécessaires & la
réalisation de ce projet, leurs durées ainsi que les conditions d'antériorité qui !
i les relient figurent dans le tableau ci-dessous
| Code de Durée en | Taches
s -~ i ’O h Tathe
i la tache Inksigramiien ce __jours | antérieures
i A Définition des contraintes du.réseau 2 B,E
- B Mise en place du projet 6 -
' C Mise & jour des droits d'accés 2 F
D Achat des composants matériels 8 J ‘
’ E Définition du budget 3 -
= F Mise & jour des groupes utilisateurs 2 K
_ G Formation de |'administrateur réseau 5 J
| H__| CAblage | 10 7
» I Commande de Novell Netware 5 4 [»)
. J Choix des fournisseurs et des intervenants 5 A
! K Mise & jour logicielle des postes clients 1 M
" L Mise d jour matérielle des postes 2 D
i M Installation Novell Netware 5 2 LIHG
‘ &B_ H Tn, =1
1
.
TR i b o LI BRI 4o+
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1- Tracez le diagramme de PERT. Mettez en évidence les dates au plus 13t et
au plus tard ainsi que les marges libre et totale de chaque tche. Chaque
tiche sera représentée sur le diagramme selon le format ci-dessous . . . -

Téche ]
Début + t5t Fin + 161 '
Début + tard Fin + tard
Marge libre Marge totale

2- Quelles sont les taches critiques du projet ?

3- Indiquer la durée minimale de réalisation du projet.Rappelons que les
durées des tdches sont calculées de fagon que celles-ci soient réalisées
par une seule personne

4- Combien de personne minimum il faut pour le réaliser (1 tdche étant
réalisée par 1 seule personne) ? Justifiez votre réponse.(annexe 1)

5- Le responsable redoute maintenant des difficultés techniques sur la mise
a jour matérielle des postes, difficultés qui porteraient de 2 & 8 jours la
durée de la tache L.

a) Indiquer I'incidence sur la durée globale du projet (nombre de jours en
plus éventuellement) d'allongement de la durée de la tache L.

b) Dans ces conditions, le hombre total de personne minimum pour réaliser
le projet changera t-il ? Justifiez votre réponse.

Exercice 2 : (10 pts)

Enoncé :Dans ce projet, volontairement simplifié, nous analyserons I'ensemble
des tches d'industrialisation d'un artitle, nécessitant une étude de gamme et la
conception d'un montage.

Pour étudier le dossier et établir la gamme de fabrication, le technicien en
méthodes (Alain) a besoin de deux jours. Ensuite, il fournira au dessinateur
(Bernard) le schéma de principe du montage, afin que celui-ci le dessine (durée
sept Jours). Une fois défini, le montage sera transmis a ['atelier d'outillage
(Cédric) pour la réalisation (durée huit jours).

En paralléle avec le dessinateur, le secrétariat du service achats (Delphine) doit
passer la commande pour l'outillage (une journée). Le délai de livraison de
l'outillage est de trois jours.

EE B EBEEE A AN ANANNRARTEYWRWN
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Eric, du service Magasin, s'occupera de la réception et du contréle de la livraison

(une journée),
A~ (sans tefiir compte de Ta disponibilité des ressources)

——— i ——

Al - Compléter le tableau

Nom de la thche
A-Etudicr le dossicr
B-Conceyoir le montage
C-Réaliser le montage
D-Commender I'outiliage
E-Recevoir loutillage 3

S

Prédécesseurs

Durée (en jour)

A2 - Etablir le tableau des marges :

: itique (oui/non) 7
' Nom de la tiche Marpe totale (jours) | Marge libre (jours) Tache critique (oui/
A Etudier le dossier
B Concevoir le montage -
C Réaliser le montage
D Commander l'outillage
E Recevoir l'outillage
B- On tient compte maintenant de la disponibilité des ressources
B1- Compléter le tableau suivant :
Nom de la tfiche Ressources Durée (en jour)
A Etudier Ie dossier Alain [100 %]
B Concevoir le montage | Bernard [100°%]
C Réaliser le montage _ Cédric [50 %]
D Commander 'outiltage Dglphine- [50 %]
E Recevoir l'outillage Eric [100 %)
B2 - Etablir le tableau des marges :
Nom de la tiche Marge totale (jours) | Marge libre (jours) Tache critique (oui/non)?
A Etudier le dossier
B Concevoir le montage
C Réaliser le montage
D Commander I'outillage
| E Recevoir Poutillage
Bonne Chance & tous
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UFR MATHS-INFO

EXAMEN D’ANGLAIS L3 SEMESTRE 2 Durés: 02 heures

Part | : Reading
Exergige 1: Solve the following problems. Give only the solutions

4. Kenneth solved a certain number of problems and Harold solved 2 more than twice as many.
Together they solved 38. How many did each solve?

Solution :
2. If 2 is added to a certain numbey, the result is the same as wWo
number were subtracted from 32. What is the number?

Solution :
3. Hamry wished one summer to earmn enough money for his next years expense in coliege, which
would amount to $1560. His father said, “For every dollar that you earn | will give you four dollars:”
How much must Harry eam?

Solution :
4. A salesman sold twice as much pears in the afternoon than in the morning. If he sold 360
d he sell in the momning and how many in the

® kilograms of pears that day, how many kilograms di
aftemoon?
Solution :
8. If a farmer wants to plough a farm field on time, he must plough 120 hectares & day. For
technical reasons he ploughed only 85 hectares a-day, hence he had to plough 2 more days than
he planned and he still has 40 hectares left. What is the area of the farm field and how many days

the farmer planned to work initially?
Solution : '

uld be obtained if twice that

v W

| o F

Exercise 2: Translate the phrases into algebraic expressions. (Do not give the solutions)

1. Fifteen less than twice a number

2. The sum of one-sixth of r, five-sixths of m, and 3

3. The product of nine and a number, decreased by siX

4. 3 less than 8times d

5. The sum of two-fifths of h and five-sixths of f, minus 4

' +#+++++yALIDEUR en proba vers la LICENCE***"** Page
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1. The person Phoned. He.didn’t leave a message.
~——The person who phoned didn’t leave a message.

=XBreise 3: Join these sentences using who or which, as in the example.

2. The bus goes to the airport. It leaves every 20 minutes.

—_—

3. The picture was hanging near the door. It was horrible.
—————

4. The instructor taught me how to drive. He was very patient.

.

Exereise 4: Turn these senten ces.into passive

1. Dennis. Bergkamp scored the goal of the year yesterday.

—

2. Who has pubfished the news?

3. You must oad the bigger trunks first

Exercise 5: comparatives and superlatives

First, Circle “Correct” or*Incorrect” under each sentence, Then,

version of the sentence if the Sentence is fncorrect.

1. Where's the maost cheap place to gat?
Correct Incorrect

2. ‘She's worst than me.at maths.

Correct  Incorrect

3. The first number is superior than the second:

Correct Incorrect

NENR an nraha vars Ia LICENC

Ereenen
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second, rewrite the correct
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UFR MATHS-NFO

0 heares

EXAMEN D’ANGLAIS L3 SEMESTRE 2 (2) Durée: f18@-heute

Part1: Reading

Exerciss 1; Solve the following problems. Give only the solutions

1. In a group of BO pacple, 27 like-cold drinks and 42 fike hot drinks and each person likes at least
one of the two drinks. How many like both coffes and tea?  Solution :

2. Thers are 35 students in art class and 57 students in dance class. Find the number of students
who are either in art class or in dancs class, Solution :

3. Hamry wished one summer to eam enough money for his next year's expense in college, which ]
| would amount to $1660. His father sald, “For every dollar that you eam | will give you four dollars.
. : How much must Harry eam? Solution :

4. In a group of 100 persons, 72 peopie can speak English and 43 can speak French. How many
can speak English only? How many can speak Frenih only-and how many can speak both English

Exerclse 2; Transiate the phrases into algebraic expressions. (Do not give the solutions)

1. Fifteen less than twice a number

2. The sum of one-sixth of r, five-sixths of m, and 3

3. The product of nine and a number, decreased by:six
4. 3less than 8 times d |

i cab!
Exercise 3; Fill In the gaps with the most appropriate mathematics word,
1. Kfforexample, we have the set A ={1, 2, 3, 4, 5}, and anotherset B ={1, 2, 3},

o

thenBisa of A

i 2. The {} are sometimes called "set brackets".
l 3. {..4,-20,24,..)isthe Set of numbers:
| 4, {.,3,-1,1,3,.}isthe Setof numbers:
| ‘ 8. theinfinity symbols (=, -«}.do not representreal numbers, they are used to indicate that
| ) the set is in the positive or negative direction of the real number line.
|
g
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Exercised (a):  Ask Yes/No questions

1. My result is correct
2. The set is empty
3. They solved the two operations
" 4. Ten and ten equals twenty
S. He will look at your problems later

Exercise 4 (b):Ask a WH-Question about the underlined part of the sentence

1. The University is only 5 km form my home
2. My car used seventy litres of gas for the trip
3. The class meets in room 205

4. She has three brothers

S. I need a calculator

Exercise 5: Define the mathematics concepts below, use relative pronouns

An integer

A set,

A University,
(the) night

a mathematician

0, B L0 s =2
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|
| Arithmetic
Integers ‘
0 zero 10 ten 20 twenty ‘
1 one 11 eleven 30 thirty '
2 two 12 twelve 40 forty
3 three 13 thirteen 50 fifty
4 four 14 fourteen 60 sixty
‘5 five 15 fifteen 70  seventy ‘
6 six 16 sixteen 80 eighty
7 seven 17 seventeen 90 ninety )
8 eight 18 eighteen 100  one hundred ‘
9 nine 19 nineteen 1000 one thousand
—245 minus two hundred and forty-five
22 731 twenty-two thousand seven hundred and thirty-one

1 000 000 one million
56 000 000 fifty-six million
1 000 000 000 one billion [US usage, now universal]
7 000 000 000 seven billion [US usage, now universall
1 000 000 000 000 one trillion [US usage, now universal]
3 000 000 000 000 three trillion [US usage, now universall

Fractions [= Rational Numbers]

- W YW Pu Y

1 one half 3  three eighths

1 one third % twenty-six ninths

} one quarter [= ome fourth] ~2  minus five thirty-fourths

% one fifth 2.—? two and three sevenths
—-11.? minus one seventeenth

Real Numbers

—0.067 minus nought point zero six seven
81.59 eighty-one point five nine
~2.3:10° minus two point three times ten to the six
[=—-2300000 minus two million three hundred thousand]
4.10~% four times ten to the minus three
[=0.004 =4/1000 four thousandths]

S ER

q i

7 [=3.14159...] pi [pronounced as ‘pie’]
e [=2.71828...] e [base of the natural logarithm]
2 l
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Complex Numbers

ii
3+4i three plus four i
. 1-2  one minus two i
1-21=142  the complex conjugate of one minus two i equals one plus two i

10 real part and the huaginary part of 3 + 41 arc cqual, respectively. to 3 and 4.

Basic arithmetic operations

Addition: 3+5=8 three plus five equals [= is equal to] eight
Subtraction: 3—-5=-2 three minus five equals [= ...] minus two
qlultiplication: 3:5=15 three times five equals [= ...] fifteen

ivision: 3 0.6 three divided by five equals [= ...] zero point six

1‘ 3)64+1= e winue viscw ibh LeaCadts times six plus one equals minus five
3
4

= -1/3 one minus three over two plus four equals minus one third
4 [=1-2-3 .4 four factorial
: Exponentiation, Roots
5° [=5-5=25] five squared
= 5 |=5.55=125] five cubed
5 [=5:5-5-5 =625 five to the (power of) four
53 [=1/5=10.2] five to the minus one
=% [=1/5% = 0.04] five to the minus two
V3 [= 1.73205...] the square root of three
64 =4 the cube root of sixty four
/32 = 2] the fifth root of thirty two

| the cowplex domain the notation {/a is ambiguous, since any non-zero complex number
has n different n-th roots. For example. v/ —4 has four possible values: +1 + i (with all

ﬂussible combinations of signs).
( 242 one plus two, all to the power of two plus two

(1+2)
i — _1 e to the (power of) pi i equals minus one

Divisibility
The multiples of a positive integer a are the numbers a, 2a, 3a,4a, . . .. If bis a multiple ‘

Pt a. we also say that a divides b. or that a is a divisor of b (notation: a | b).. This is
equivalent to ¢ being an integer.
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Division with remainder

If a,b are arbitrary positive integers, we can divide b by a, in gencral, only with a
remainder. For example, 7 lies between the following two consecutive mnitiples of 3:

! 2:3=6<7<3:3=9, 7=2:3+1 (4:; g:2+%)_

In general, if ga is the largest multiple of a which is less than or equal to b, then
b=ga+r, r=01,...,a—1.

.The integer g (resp., r) is the quotient (resp., the remainder) of the division of b by a.

Euclid’s algorithm

of two positive integers a, b.
It proceeds by replacing the pair a, b (say. with @ < b) by r,a. where r 15 the Ao

|
|
i‘ This algorithm computes the greatest common divisor (notation: (a,b) = ged(a,b))
| of the division of b by a. This procedure, which preserves the ged, is repeated until we

arrive at r = 0.
Example. Compute ged(12, 44).
4=3-12+8
12=1-8+4 ged(12,44) = ged(8,12) = ged(4,8) = ged(0,4) = 4.
8=2-44+0
This calculation allows us to write the fraction %5 in its lowest terms. and also as a
continued fraction:
44 _a4/a_1_, 1
12 12/4 3 1
1+ 5

If ged(a, b) = 1, we say that a and b are relatively prime.

add additionner
algorithm algorithme
Euclid’s algorithm algorithme de division euclidienne
bracket parenthése
left bracket parenthése & gauche
right bracket parenthése a droite
curly bracket accolade
denominator denominateur
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difference (différence ,
divide divisor -
divisibility divisibilité
divisor diviseur
exponent cxposaut
factorial factoriel
fraction fraction
continued fraction fraction continuc
gcd [= greatest common divisor] pged l
lcm [= least common multiple] ppcm [= plus
infinity [I'infini
iterate itérer
iteration itération
multi,.i. :
multiply multiplier
number nombre
even number nombre pair
odd number nombre impair
numerator numnerateur
pPair conple
pairwise deux & deux
power puissance
product produit
quotient quotient
ratio rapport; raison
rational rationnel(le)
irrational irrationnel(le)
relatively prime premiers euntre cux
remainder reste
root racine
sum somune
subtract soustraire

= plus grand commun diviseml'}
o E.mpe!;it commun multiple]
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5 Algebra

I Algebraic Expressions

A=a? capital a equals small a squared
a=z+y a equals x plus ¥y
b=z-y b equals x minus y
c=x-Yy-2 ¢ equals x times y times z
c=zyz c equals x y 2z
(z+y)z+2zy x plus y in brackets times z plus x y
; z3 49 + 25 x squared plus y cubed plus z to the (power of) five
" +y" =z" x to the n plus y to the n equals z to the n
(z—y)’™ x minus y in brackets to the (power of) three m
' x minus y, all to the (power of) three m
2*3v two to the x times three to the y

az? +br+c a x squared plus b x plus ¢
VZ+ Yy the square root of x plus the cube root of y
Yz+y the n-th root of x plus y

uh a plus b over ¢ minus d
(> (the binomial coefficient) n over m
Indices

Zo X zero; x nought
T;+y: xone plusy i
R;; (capital) R (subscript) i j; (capital) R lower i j
ME  (capital) M upper k lower i j;
(capital) M superscript k subscript i j
Sroa@® sum of aix to the i for i from nought [= zero] to n;
sum over i (ranging) from zero to n of a i (times) x to the i

mannTnnaauaaues

I3 bm product of b m for m from one to infinity; I
product over m (ranging) from one to infinity of b m %
Y iaibjx sum of a i j times b j k for j from one to n: :
sum over j (ranging) from one to n of a i j times b ) k I
Yo (P)ziy™* sum of n over i x to the i y to the n minus i for i
from nought [= zero] to n .
6 =y
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Matrices

column colonne
C
e Oll:lmn vector vecteur colonne
ilvm‘errmnam: déterminant
ex (pl. indices) indice
matrix matrice
matrix entry (pl. entries) cocfficicnt dunc u
l”" X n matrix [n by n matrix] matrice amli
multi-index multiindire

row ligne

1atrice
gnes et n colonnes

row vector vecteur ligne
square carré
square matrix matrice carrée

Inequalities
r>y x is greater than y
FZy x is greater (than) or equal toy
T <y x is smaller than ¥
TSy x is smaller (than) or equal to ¥
x>0 x is positive
20 x is positive or zero; X is non-negative
z<0 x is negative
+<0 x is negative or zero

@ The French terminology is different!

est strictement plus grand que ¥

>y x
=y x est supérieur ou égal & y
r<y x est strictement plus petit que ¥
r<y x est inférieur ou égal &y
>0 x est strictement positif
r>0 x est positif ou nul
&<l x est strictement négatif
<0 x est négatif ou nul
Polynomial equations
A polynomial equation of degree n > 1 with complex coefficients

4
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f(z) = oz +a1a" 1+ +an =0 (a0 # 0)

has n complex solutions (= roots), provided that they are cuunted with multiplicities.
For example, a quadratic equation

az? +bzx+c=0 (a#0)
can be solved by completing the square, i.e., by rewriting the L.H.S. as
a(z + constant)® + another constant.

This leads to an equivalent equation
i b 2 _ b —4ac
\*T%) T 4

~bt VA
20

where A = b2 — 4ac (= a®(x1 — £2)?) is the discriminant of the original equation. More

* precisely,

whose solutions are

Ii2 =

az? + bz + ¢ = a(z — z1)(x — 22).
If all coefficients a, b, ¢ are real, then the sign of A plays a crucial rdle:

if A =0, then z; = 22 (= —b/2a) is a double root;
if A > 0, then z; # 2 are both real;
if A <0, then z; = 73 are complex conjugates of each other ( and non-real).

coefficient coefficient
degree degré
discriminant discriminant
equation équation
L.H.S. [= left hand side] terme de gauche
R.H.S. [= right hand side] terme de droite
polynomial adj. polynomial(e)
polynomial n. polynéme
provided that & condition que
.root racine
simple root racine simple
double root racine double
triple root racine triple
multiple root racine multiple
root of multiplicity m racine de multiplicité m

8
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solution solution
solve résoudre
Co ngruen ces

Two i ; .
Ny mtl“-‘“‘"‘ _0-_’? are coneruent modulo a positive integer m if they have the same
T when divided by m. (equivalently, if their difference a —bis a multiple of m).

EmOdm} a is congruent to b modulo m

@ Some people use the following, slightly horrible, notation: a = b[m].

F. ‘s T3 )
nf !;_mat s Little Theorem. Ifp is a prime number and a is an integer, then
" = a (mod p). In other words, aP — a is always divisible by p.

Chinese Remainder Theorem. If m,....,my are pairwise relatively prime integers,
then the system of congruences

& =a; (modmy) i z = ak (mod mi)
has a unique solution modulo my - --my, for any integers ay, ... ,ak-
@ The definite article (and its absence)
measure theory théorie de la mesure
number theory théorie des nombres
Chapter one le chapitre un
Equation (7) I'éqnation (7)

Harnack’s inequality I’inégalité de Harnack
the Harnack inequality
the Riemann hypothesis I'hypothese de Riemann
the Poincaré conjecture la conjecture de Poincaré
Minkowski’s theorem le théoréme de Minkowski
the Minkowski theorem
the Dirac delta function la fonction delta de Dirac
Dirac’s delta function
the delta function la fonction delta

9

10712017 searesyALIDEUR on proba vers Ia LICENCE****"* ol



m. tt.l.il.m" VALIDEUR* .....t.!.“ul'. VALIDEUR** t-ﬁtt.-otn‘nu IPE VALIDEUR® """ **""= **EQUIPE VAI..ID!UR"

Mathematical arguments

Set theory
‘ze A x is an element of A; x lies in A;
- x belongs to A; x is in A
z€ A x is not an element of A; x does not lie in A;
x does not belong to A; X is not in A
T, yEA (both) x and y are elements of A; ...lie in A;
...belong to A; ...are in A
T,yg€ A (neither) x nor y is an element of A; ...lies in A;
...belongs to A; ...is in A
0 the empty set (= set with no elements)
A=0 A is an empty set
A#0 A is non-empty
AUB the union of (the sets) A and B; A union B
ANB the intersection of (the sets) A and B; A intersection B
AxB the product of (the sets) A and B; A times B
ANB=0 A is disjoint from B; the intersection of A and B is empty
{z]...} the set of all x such that ...
C the set of all complex numbers
Q the set of all rational numbers
R the set of all real numbers

AU B contains those elements that belong to A or to B (or to both).
AN B contains those elements that belong to both A and B.

A x B contains the ordered pairs (a, b), where a (resp., b) belongs to A (resp., to B).

A" = A % -++ x A contains all ordered n-tuples of elements of A.
imes
nt

belong to appartenir &

disjoint from disjoint de

element élément

empty vide
non-empty non vide

intersection intersection

inverse ['inverse
the inverse map to f I'application réciproque de f
the inverse of f !'inverse de f

map application
bijective map application bijective
injective map application injective
surjective map application surjective

pair couple
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g r::ierEd_'pair couple ordonné .I
“triple triplet !
~_ 9Quadruple quadruplet .
: ﬂ‘-tuple n-uplet i
W relation  relation

equivalence relatio ion d'équi .

set cnsemble IR e
finite set ensemble fini

L infinite get ensemble infini
union réunion

Logic

SvrT SorT

SAT S and T

S =T S implies T; if S then T

8 a7 S is equivalent to T; S iff T

-5 not S

VzeA... for each [= for every] x in A ...

3zeA... there exists [= there is] an x in A (such that) ...

dzed... there exists [= there is] a unique x in A (such that) ...

Azed... there is no x in A (such that)...
T>0Ay>0=z+4+y>0 if both z and y are positive, so is x+y
AreQ »*=2 no rational number has a square equal to two

VreR3IyeQ |r—y <2/3 for every real number x there exists'a rational
number y such that the absolute value of x minus y
is smaller than two thirds

Exercise. Read out the following statements.

r€EANB < (re ANz €B), r€AUB <= (r€ AVze€ B),
vzeR 2220, JzreR 22<0, VyeC3zeC y=2~

Basic arguments

It follows from ...that ...

We deduce from ...that ...

Couversely. . ..implics that ...

Equa.lity (1) holds, by Proposition 2. y ‘ .
By definition, ... .

16
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The following statements are equivalent.

Thanks to ..., the properties ...and ...of ...are cquivalent to cach other.
... has the following properties.

Theorem 1 holds unconditionally.

This result is conditional on Axiom A.

...is an immediate consequence of Theorem 3.

Note that ...is well-defined, since ...

As ...satisfies ..., formula (1) can be simplified as follows.

We conclude (the argument) by combining inequalities (2) and (3).
(Let us) denote by X the set of all ...

Let X be the set of all ...

Recall that ..., by assumption.

It is enough to show that ...

We are reduced to proving that ...

The main idea is as follows.

We argue by contradiction. Assume that ... exists.

The formal argument proceeds in several steps.

Consider first the special case when . ..

The assumptions ...and ...are independent (of cach other), since ...
..+, which proves the required claim.

We use induction on n to show that ...

On the other hand, ...

..., which means that ...

In other words, ...

v W WM &

. wm wm Ph VA W&
o

argument argument
assume Supposer
assumption hypotheése
axiom axiome
case cas
special case cas particulier
claim v. affirmer
(the following) claim [I’affirmation suivante: 'assertion suivante
concept notion
conclude conclure
conclusion conclusion
condition condition
a necessary and sufficient condition une condition nécessaire et suffisante
conjecture conjecture

' O PR R .

17
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Ezzzgéenze conséquence
onsidérer
contradict contredire
COmfe(i:gadicFi?n contradiction
coreillar Y l‘et'lpruquement
Y corollaire

deduce déduire
define définir

well-defined bien défini(e)

_deﬁnition ddéfinition
€quivalent equivalent|e)
establish établir
example cxemple
exercise exercice
explain cxpliquer

explanation explication
false faux, fausse
formal formel
hand main

on one hand d'une part

on the other hand d'autrec part
iff [= if and only if] si et senlement si
imply impliquer, entrainer
induction on récurrence sur
lemma lemme
proof preuve; démonstration
property propriété

satisfy property P
proposition nronosition
reasoning raisonncment
reduce to se ramener a
remark remarque(r)
required réquis(c)
result résultat
s.t. = such that
statement énoncé
t.f.a.e. = the following are equivalent
theorem théoréme
true vrai
truth vérité .
wlog = without loss of generallty

word mot .
in other words autrement dit

satisfaire & la propriété P: vérifier la propriété P

18
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