Université Denis Diderot 2012-2013
L3 Mathématiques appliquées Intégration

Examen (corrigé)

Durée 3 heures
Documents, Téléphones et calculatrices non autorisés

Exercice 1
Chacune des questions suivantes compte pour 2 points. Traitez celles de votre choix pour
un total de 6 points maximum. Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Tracer le graphe de la fonction 1jg 7 * 1jg ).

Solution:
Par définition on a

Loa * 1py(x) = Loy (x — y) Lo (y)dA1(y)

Le—1,2](¥) 10,11 (y)dA1 (y)

Liz—1,2)n0,1]()dA1 (y)

([x — 1,2] N[0, 1])

0 siz<0ouxz>?2
= x si z € [0,1]
2—x siz e [l,2]

I
Y —a—

2. Soit f, une suite de fonctions mesurables positives qui converge vers f presque
partout sur un espace mesuré (X, A, u), et telle que [ « Jn dp converge vers 0. Mon-
trer a ’aide du Lemme de Fatou que f =0 p.p.

Solution:
Le Lemme de Fatou appliqué a la suite de fonction f,, mesurables positives donne

0< /Xliminf fu(z)dp(z) < liminf/X frn(x)du(x).



Or liminf f,,(z) = lim f,(z) = f(z) p-presque partout et liminf [, f,(z)du(z) =
lim [ fn(z)du(z) = 0, donc on en déduit que

0< [ f@du@) <0= [ f@)dutz) =0,
X X
D’apreés un Lemme du cours, et parce que f(z) > 0, il en découle f =0 p-p.p.
3. Montrer que toute application croissante de R vers R est Borelienne.

Solution:

Puisque f est croissante, il est facile de voir que pour tout a € R I’ensemble
f~Y([a, +o0[) est un intervalle, donc un Borelien. Puisque les ensemble du type
[a, +oo[ engendrent B(R), on en déduit que f est Borel-mesurable.

4. Soit f, : X — R une suite de fonctions mesurables de ’espace mesuré (X, .4, u) vers
I'espace mesuré (R, B(R),A). Montrer que 'ensemble {x € X; Vn € N, f,(x) > 1}
appartient a A.

Solution:
Il suffit d’écrire

{z€X;VneN, fole) =1} = () £, ({1, +o0)).
neN

Or f,, étant mesurable pour tout n € N, les ensembles f,,1([1, +o0[) sont tous dans
A et donc leur intersection (dénombrable) aussi car A est une tribu.

5. Donner un exemple d’une suite f,, telle que f, — 0 p.p, et fX frdp — 400

Solution:

Sur [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue on consideére la suite de fonctions continues
définie par
fn(z) = nz 1, 1y(2) + (2n? — n3z) 11 2y(z).

Page 2



0 2/n 1

La fonction f,, étant supportée sur l'intervalle [0,2/n] on a bien f,(z) — 0 p.p. En
outre

fu(z)dA(z) = 2n — +00.
[0,1]

- Montrer que [[f * glls < |[fll1llgllx

Solution:

ILf * gl dz

/R /R f(z = y)g(y)dy
[ [ 116 = llstwlduz

lg(y)] |f(z —y)ldz | dy (1)
fosn ([ )
— [1owI( [ 17@as) ay @)
([ 1r@as) ( [ 1stwian).

Pour (1) nous avons appliqué le Théoreme de Fubini-Tonelli (les fonctions |f(z —
y)| et |g(y)| étant mesurables et positives), et pour (2) nous avons appliqué le
changement de variable z =  — y dans lintégrale [, |f(x —y)|dz, dont le Jacobien
(en valeur absolue) vaut 1.

IA

. Soit f(z) = 1[071}(35)%. Calculer ||f|lzrr) pour 1 < p < 2, olt R est muni de la
mesure de Lebesgue.
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Solution:
1 1 p % 2 %
= () () =) - -(753)

8. Soit f une fonction Lebesgue intégrable sur R. Justifier que

1
P P
z=2t!

|

lim [ f(x)cos"(mx)d\(z) = 0.

n—oo R

Solution:

Pour x € R\ Z on a |cos(mz)| < 1 d’ou cos(mx)” — 0. Puisque A(Z) = 0 on en
déduit que |cos(mx)| — 0 pour A-presque tout z. D’autre part, f étant intégrable,
il existe un ensemble N C R tel que |f| # 400 sur R\ N et A(IN) = 0. On en
déduit que f(z)cos(mz) — 0 pour tout z € R\ (ZU N). Autrement dit, on vient
de démontrer que

f(z)cos(mz)” — 0 p.p. sur R.

Enfin, nous avons la majorante intégrable suivante
(@) cos(ra)”| < |f(@)], Va€R.

Nous sommes donc en mesure d’appliquer le théoreme de convergence dominée, qui
garantie que

n—-+40o

lim /Rf(x) cos(mz)"dA(z) = 0.

Exercice 2
Soit
T:={AcePN);VneN, 2nc A=2n+1¢€ A}

1. Montrer que 7 est une tribu sur N.

Solution:
Vérifions les 3 propriétés qui caractérisent les tribus :

(a) Il est clair que Ne T

(b) Si A € T alors par définition on a 2n € A < 2n + 1 € A. En raisonnant par
double contraposé il vient 2n € A° < 2n + 1 € A¢, d’ou A€ € T.

(c) Soit (A;)ien est une suite d’ensemble de T et soit n € N tel que 2n € | J;cy A
Alors il existe ig tel que 2n € A;. Et donc 2n +1 € A;; C Uy 4i-
En raisonnant de la méme fagon on montre que 2n + 1 € | J;cy A; implique
2n € U,y Ais ce qui prouve que | J;cn 4i € T

Conclusion : T est bien une tribu.
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2. Soit f : N — N la fonction définie par f(z) = x+2. Montrer que f est T-mesurable.

Solution:

Soit A € T. Remarquons premieérement que f est bijective, d’inverse f~!(z) =
x — 2. Montrons que f~'(A) € 7. Pour ce faire, on considere un n € N tel que
2n € f~1(A). Par définition il existe a € A tel que f(2n) = a, donc a = 2n +2 =
2(n + 1) et donc puisque A € T on a forcément 2(n + 1) + 1 € A. Mais alors
f7'2(n+1)+1) =2n+1 € f~1(A). En raisonnant de maniere analogue, on
démontre que 2n+1 € f~1(A) implique 2n € f~1(A), ce qui montre que f est bien
mesurable.

3. Soit pu : T — RT définie par

p(A) =Y 27 si A0,

JjeA
et 1(0) = 0. Montrer que p est une mesure.

Solution:

La mesure p est une mesure a densité de la forme fug ot pg est la mesure de
comptage sur (N, P(N)) et f est la fonction intégrable positive f(n) = 27". Par
conséquent d’apres le cours, p est une mesure sur (N, P(N)). Mais puisque 7 C
P(N), u est a forciori une mesure sur (N, T)

4. Montrer que pour tout A €7, A# 0, on a

3
wA) 2 o (3)

Solution:

Tout d’abord, observons que si A # (), alors min(A) est forcément un nombre
pair (car si min(A) était impair alors par définition de 7 on aurait min(A4) >
min(A) — 1 € A ce qui est absurde). Donc A contient au moins les deux éléments
{min(A), min(A) 4+ 1}. Par suite,

‘ : ] 3
_ -7 — min(A) —(min(A)+1) _
M(A)_§42 22 +2 - 2min(A)+1'
j
5. Pour quels ensembles A € T a-t-on égalité dans (3) ?

Solution:
On a égalité si et seulement si A est composé de seulement deux éléments, i.e. A
est de la forme {2n,2n + 1}.
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Exercice 3. [6 points]
Pour N € N* fixé et t > 0 on pose

N
Fn(t) ::/0 e sin(x)dz.

1. A laide d’un théoréme du cours sur les intégrales a parametre, montrer que Fi(t)
est de classe C'! sur 0, +o0l.

Solution:
Soit I =0, +oo[ ouvert dans R.

e Pour tout t € I la fonction x — e %t

continue sur le compact [0, N]).

sin(x) est intégrable sur [0, N| (car
e Pour tout z € [0, N] la fonction ¢ — e* sin(x) est de classe C! sur I.
e On a la majoration suivante

= |—ze " sin(z)| < x,

9 —xt s
‘ae sin(x)

et © — x est bien entendu intégrable sur [0, V].

En conclusion, les hypotheése du théoreme de dérivation des intégrales a
parametre sont bien remplies (version du théoréme vue en TD), ce qui im-
plique que F(t) € CY(I).

2. En utilisant une double intégration par parties, calculer explicitement Fyy(t) en fonc-
tion de NV et t.

Solution:
Une premiere intégration par partie donne

N N
Fn(t) :/ e “sin(z)dr = [-e ™ cos(m)]év - t/ cos(x)e "'dx
0 0
N
= —e Mcos(N)+1— t/ cos(x)e” *dz.
0
Une deuxieme intégration par parties donne
N N N
/ e eos(z)dr = [e* sin(az)]o + t/ sin(z)e *'dx
0 0
= e Nsin(N) + tFn ().
Il en résulte que
Fn() =1—e Ntcos(N) — te Msin(N) — t2Fn(2),

d’ou

1 — e Ntcos(N) — te=Ntsin(NV)
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3. Calculer
—+oc0o

lim FN (t)dt.
Solution:
D’une part on a
1
li Fy(t) = ——.
Vi VD = T
D’autre part on a la majoration
24 te? C
[Fn(t)] < <

14+¢2 — 142’

car e Nt < et pour N € N et te~t est bornée sur RT. Or 1#2 est bien intégrable

sur ]0,4+o00[ (par exemple, d’aprés le critere de Riemann) donc le théoreme de
convergence dominée s’applique et montre que

+oo +oo 1 T
lim Fy(t)dt = / ——dt = lim arctan(7") — arctan(0) = —.
N——+oo 0 0 1 —+ t2 T—+o0 2
4. Montrer que
(z,t) — e " sin(x)

est intégrable sur [0, N] x [0, 400 muni de la mesure de Lebesgue Ay = A @ .
Solution:

En appliquant le théoréeme de Fubini-Tonelli & la fonction mesurable positive

le=%!sin(x)| on trouve

N —+o00
/ le™" sin(x)|dNe = / | sin(z)] </ e_xtdt> dx
[0,N]%[0,400[ 0 0

N e—azt +00
= / | sin(x)| [— ] dx
0 T 1o

= /N 7’ sin(x)](m < +o0
0

i
car |sin(z)| ~ z en 0.

5. En déduire, a 'aide du Théoreme de Fubini, que

T sin(x) T
dr = —.
/0 z T2

Solution:
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La fonction (z,t) — e ®'sin(z) étant intégrable sur [0, N] x [0, +00[, nous pouvons

appliquer le Théoreme de Fubini et écrire

N +o00
/ e sin(x)dry = / sin(x) (/ eztdt> dx
[0,N]x[0,+00[ 0 0

_ /0 Ysin(@) (4)

x

d’une part, et d’autre part

+o00 N
/ e "sin(z)d\y = / </ sin(m)emtdt> dx
[0,N]x[0,+00[ 0 0

+oo
= Fy(z)dz. (5)
0

On conclut donc en utilisant les questions précédentes et en passant a la limite
N — +o0.

Exercice 4. [3 points] Pour ¢ > 0, on pose

Calculer I(t) & laide du changement de variables z = Vv? —t, y =

1
I(t) = ————dzxdy.
Q /[1,+oo[><R r?y? + o2+t e

uv

~+

2 —

Solution:

L’application

o(u,v) = (Vo2 —t, ——

est un C'-difféomorphisme de R x [\/T + ¢, +oc[ vers [1, +o0o[xR d’inverse

@) = (== VE D),

Un calcul montre que

d’ou

Jo = .
=2t

La formule de changement de variable s’écrit

1
—dxdy:/ fow(u,v) Jo(u,v)dudv,
/[1,+oo[><]R x2y? + 22+t o~ 1([1,+00[xR) (:2) (1:0)
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d’ou, en appliquant le théoréeme de Fubini,

1 v?

/RX[M#OO[ u?v? + v2 v? —
m/' 1 1

Rx[v/ITE,+oo| (U7 +1) (v2 —1)

_ / #du/ _ 1

R (W +1) Sy oo (02— 1)

T L In viti+vi

2Vt |[V1+t—+t

It) =

dudv
t

dudv

dv

Page 9



