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Chapitre 1

Introduction a optimisation

1.1 Introduction et Notations

L’optimisation, c’est-a-dire les techniques permettant de chercher les minima ou les maxima
de fonctions ou de fonctionnelles intervient dans pratiquement tous les processus de modélisation
actuels. Qu’il s’agisse de problemes directs (ajustement de données, contrdle optimal, résolution
des ystemes linéaires par moindres carrés, etc) ou inverses (identification de parametres), il est
rare qu'un probleme d’optimisation plus ou moins complexe n’intervienne pas a un stade donné
de la modélisation et/ou de la simulation.

Le cadre général de ce cours est un espace vectoriel réel de dimension n. On peut donc sans
perdre de généralités considérer I'espace vectoriel réel R".

Nous considérons les notations suivantes.
(.,.), ||| désigneront respectivement le produit scalaire usuel et la norme euclidienne de R".

1.2 Notion d’infimum, supremum, minimum, maximum

On définit ici les notions d’infimum de supremum, minimum et de maximum qui sont des
prérequis pour les démonstrations des résulatst d’existence et d’unicité d’extrema d’une fonction
donnée.

Définition 1.2.1 (Minorant/Majorant) Soit X une partie de R.

m € RU{—o0,+o0} est un minorant de X si et seulement si
VereX, m<u.
M € RU{—00,4+00} est un majorant de X si et seulement si

VeeX, z< M.

Définition 1.2.2 (Infimum/Supremum) Soit X une partie de R.

1) Si X est non vide et admet des minorants, par définition linfimum de X est le plus grand
des minorants de X. On le note inf(X) ou inf,cx(x).

St X est non vide et n’admet pas de minorants, par convention, l'infimum de X est égal a

—0OQ.



Si X =0, par convention son infimum est égal ¢ +oo : inf()) = +oo

2) Si X est non vide et admet des majorants, par définition le supremum de X noté sup(X)
ou sup,cx () est le plus petit des majorants de X .

St X est non vide et n’admet pas de majorants, par convention, le supremum de X est égal a
+00.

Si X =0, par convention sup()) = —oc.

Ces notions sont aussi caractérisées par :
Proposition 1.2.1 1) Si X est non vide et admet des minorants,

. m<z VeelX
m = inf(X) &
Ve>0,de,.e X -m<x.<m+e.

2) Si X est non vide et admet des majorants,

r<M VzeeX

M = sup(X
Sup( )(:}{V5>O,3xEEX:M—s<x€§M.

On a le résultat suivant.
Proposition 1.2.2 Pour tout X C R, on a sup,cx(z) = —inf,ex(—2)

Définition 1.2.3 (Suite minimisante/Suite maximisante) Soit X une partie non vide de R.

On appelle suite minimisante de X, toute suite {zy} d’éléments de X telle que

lim z; = inf(X).

k——+o0

On appelle suite mazimisante de X, toute suite {xy} d’éléments de X telle que

lim z; = sup(X).

k—+o00

On montre que
Proposition 1.2.3 Si X est une partie non vide R, alors il existe toujours une suite minimaisante
de X et une suite maximisante de X.

Preuve : Montrons d’abord l'existence d’une suite minimisante. Comme X est non vide, alors
nécessairement inf(X) € RU{—oo}
i) inf(X) € R. D’apres la proposition (1.2.1)

1
Vk e N, dz, e X :inf(X) <z, <inf(X) + T

La suite {z}} ainsi construite converge vers inf(X).
ii) inf(X) = —oo0. X admet seulement —oo comme minorant. Par conséquent pour tout k& € N,
il existe x, € X tel que

{L'kg—k}

La suite {z}} ainsi construite converge vers —oo.
On montre de facon analogue I'existence d'une suite maximisante. 0

Définition 1.2.4 (Minimum/Maximum) Soit X une partie de R.
On dit que X a un minimum si inf(X) € X. Dans ce cas, on note min(X) = inf(X).
On dit que X a un mazimum si sup(X) € X. Dans ce cas, on note max(X) = sup(X).

4



1.3 Programmes mathématiques

1.3.1 Définitions et premieres propriétés

Soit f : R" — R une fonction définie sur Dy et C' une partie de Dy.

Définition 1.3.1 On dit que la fonction [ atteint un minimum sur C' au point x* € C si on a :
Veel, f[f(a*) < f(a).

Dans ce cas, o = f(x*) est dit valeur minimale de f sur C.
De la méme maniéere, on dit que la fonction f atteint un maximum sur C' au point x* € C si

on a :

Veel, f(z¥)> f(z).

Dans ce cas, B = f(z*) est dit valeur mazimale de f sur C.

Minimiser la fonction f sur C' consiste a déterminer la valeur minimale (le minimum) de f sur
C ainsi que les point de C' ou f atteint cette valeur minimale. Dans ce cas on dit qu’on a résolu
un programme de minimisation de f sur C'. On le note symboliquement :
Les points ou la valeur minimale est atteinte (on dit aussi les points qui réalisent le minimum)

sont les solutions du programme de minimisation de f sur C. On note cet ensemble arg min{ f(x) :
x € C}. Compte tenu de ce qui précede, on a :

argmin{f(z):z € C}={a" e C: Ve eC, f(z) < f(x)}

Maximiser la fonction f sur C' consiste a déterminer la valeur maximale (le maximum) de f sur
C' ainsi que le ou les point(s) de C' s’ils existent ou f atteint cette valeur maximale. Dans ce cas
on dit qu’on a résolu un programme de maximisation de f sur C' et on le note symboliquement :
max f(x).
nax f(z)
Les points ou la valeur maximale est atteinte (on dit aussi les points qui réalisent le maximum)

sont les solutions optimales du programme de maximisation de f sur C. On note cet ensemble
argmax{f(z):x € C}. On a:

argmax{f(z):z € C}={a" e C: Ve elC, f(z*) > f(2)}.

Optimiser f sur C' consiste a minimiser et a maximiser la fonction f sur C'. On le note sym-
boliquement :

extzec f(x) ou opt, .o f(2).

Etant donné le programme mathématique ”optimiser f sur C”, les éléments de C sont ap-
pelés solutions réalisables ou admissibles ou variables de commande ou variables de contréle du
programme et la fonction f, fonction-objectif ou critere du programme. La valeur minimale ou
maximale selon qu’il s’agisse d’un probleme de minimisation ou de maximisation est dite valeur
optimale. Les points de C' qui réalisent cet optimum sont dits solutions optimales.

Exemple 1.3.1



1) Considérons le programme de minimisation ”minimiser f(z) =z?+ 1 sur R”. On a :
VreR, f(z)>1= f(0).

Donc la fonction un minimum en z* = 0.
2) Le programme de maximisation "maximiser f(x) = x + 3 sur R” n’a pas de solution. En
effet supposons que la fonction f atteigne son maximum en un point z*. On a alors

Veel, f@')> f(z).
Or la fonction f est strictement croissante. Ce qui entraine que :
Va>a*, f(x)> f(z").

Ce qui est contradictoire.
On a alors
argmax{f(z) =x+3:2 € R} =0.

On montre de méme que le programme de minimisation de f sur R n’a pas de solution.

A priori, un probleme d’optimisation peut n’admettre aucune solution ou en admettre au moins
une. En toute généralité, aucun argument mathématique ne garantit I’existence de solution(s). On
dispose cependant d’une condition suffisante grace au théoreme de Weierstrass qui ne concerne
que les fonctions continues sur un compact de R".

La premiere idée qui vient a l'esprit est de calculer les valeurs que prend la fonction f pour
toutes les valeurs prises par les arguments puis de repérer les plus grandes et les plus petites
valeurs prises par les images. Ce n’est évidemment pas la bonne option si les arguments peuvent
prendre une infinité de valeurs.

Si la fonction a optimiser est une fonction d’une variable réelle, on peut toujours construire le
tableau de variations ou tracer la fonction dans le plan. C’est fastidieux dans la mesure ot on ne
s'intéresse qu’aux optima et a eux seuls.

Si la fonction a optimiser est a deux.variables réelles, on peut a la rigueur demander a un
logiciel approprié de tracer sa surface repésentative ou des courbes de niveau et conclure au vu
des graphes. Ce peut étre parfois utile mais c’est frustrant dans la mesure ot on ignore a priori ou
se trouvent les optima, ce entraine qu’on est en peine de donner toutes les indications au traceur
de fonction.

Quoiqu’il en soit, des que la fonction a plus de trois variables, les méthodes graphiques ne sont
d’aucun secours. Il faut disposer d’une théorie solide pour déterminer les optima. L’optimum peut
étre global (ou absolu) ou local (ou relatif). Il peut étre aussi large ou strict (ou unique).

Résoudre le programme de minimisation min,co f(z) (respectivement de maximisation max,cc f(z))
consiste a déterminer les points z* € C tels que Vo € C, f(z*) < f(z) (respectivement f(z*) >
f(@)).

Dans ce cas on dit f passe par un minimum global (respectivement un maximum global) en
x* sur C. Et x* est alors dite solution optimale globale du programme d’optimisation.

Outre les solutions optimales globales, on distingue aussi les solutions optimales locales définies
comme suit :

Définition 1.3.2 Un élément x* € C' est dit point de minimum local (respectivement de mazimum

local) de [ sur C s’il existe un voisinage V' de x* tel que :

VeeCnV, f(x)> f(a¥)(respectivementf(x) < f(z*).



Dans la suite on distinguera systématiquement les optima locaux appélés également optima re-
latifs et les optima globaux appelés également optima absolus. Tout optimum global a évidemment
les propriétés d’un optimum local alors que la réciproque est fausse; un optimum local peut ne
pas étre un optimum global.

Treés souvent la nature des problemes d’optimisation conduit a privilégier la recherche d'un
optima globaux plutot que des optima locaux. On peut penser que pour détecter les minima
(resp. maxima) globaux il suffit de déterminer les minima (resp. maxima) locaux puis de repérer
le plus petit (resp. le plus grand). Cette stragtégie est logique mais parfois difficile & mettre en
ceuvre surtout dans les problemes théoriques.

Dans le cas convexe le probleme ne se pose pas comme indiqué dans le théoréeme ci-dessous.

Théoréme 1.3.1 Si C' est convexe et f : R" — R est convezxe (respectivement concave) sur C,

alors :

i) tout minimum(resp. maximum) local de f sur C est un minimum (resp. maximum) global
de f sur C,

ii) l’ensemble des solutions optimales globales argmin{ f(z) : x € C'} (resp. argmax{f(x) : z €
C'}) est conveze (il peut étre vide).

Preuve :
On donne la démonstration pour f convexe.
1) Montrons d’abord par I’absurde que tout minimu local est nécessairement global.
Soit x* un minimum local qui n’est pas un minimum global. Il existe un r > 0 tel que :

Ve € B(z*,r)NC, f(x)> f(z¥).

Comme z* n’est pas minimum global, il existe z** tel que f(x*) < f(z™).
Puisque C est convexe alors,

VA €]0,1], (1 — N)z* 4+ \a™ € C.
Et puisque f est convexe sur C, on aura :
P = X" + ™) < (1= N (") + A (™),
ce qui entraine que
F((1=N)z" 4+ Xa™) < f(z¥).
Choisissons A proche de 0 de sorte que (1 — X)z* + Az** soit dans B(z*,r). Alors, on a :
P = Na® + A™) < ("),

Ce qui contredit le fait que f atteint un minimum local en z* sur la boule ouverte B(z*,r).
2) Considérons a présent I’ensemble des solutions optimales

A =argmin{f(z) :z € C}

Si A est vide, alors c’est terminé, il est convexe.

Si A est réduit a un singleton, la aussi c’est terminé, il est convexe.

Supposons que A a plus d'un élément, alors notons z* et x** deux éléments distcincts quel-
conques. Si « est la valeur optimale, on a alors :

f@®) = f(@™) = a.
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Comme f est convexe, on a

VA €0, 1], < f((1 = Na* + Az™) < (1 = N f(z*) + Af(z*) = o

Donc on a
VA €]0, 1, f((1 = AN)x™ + Az™) = a.
Par suite
(I=XNaz"+ ™€ A, VA€0,1].
D’ou le théoreme. O

Définition 1.3.3 (Optimum large) La fonction f atteint un minimum (respectivement : un

maximum) global au sens large en x* sur C' si et seulement si :
VoeeC, f(x)> f(a)(respectivement f(x) < f(x*).

La fonction f atteint un minimum (respectivement : un maximum) local au sens large en x*
sur C' si et seulement s’il existe un voisinage V' de x* tel que :

VeeCnV, f(z)> f(a¥)(respectivementf(x) < f(z*).

Définition 1.3.4 (Optimum strict) La fonction [ atteint un minimum (respectivement : un

mazimum,) global strict en x* sur C si et seulement si :
VeeCux#x*, f(x)> f(a")(respectivement f(z) < f(x).

La fonction f atteint un minimum (respectivement : un mazimum,) local strict en x* sur C si

et seulement s’il existe un voisinage V' de x* tel que :
VeeCnV,x#a*, f(x)> f(z")(respectivement f(z) < f(z*).

L’hypothese de convexité ou de concavité stricte de la fonction-objectif sur un domaine convexe
garantit l'unicité de la solution globale s’il y en a une.

Théoréme 1.3.2 Si C' est conveze et f: R" — R est strictement convexe (respectivement stric-
tement concave) sur C, alors : l’ensemble des solutions optimales globales argmin{ f(x) : x € C'}

(resp. arg max{f(z) : x € C}) est soit vide soil réduit a un singleton.

On donne a présent deux propriétés tres générales des problemes d’optimisation. En pratique
elles peuvent permettre de transformer un probleme en un autre probleme parfaitement équivalent
qui peut étre plus simple a résoudre.

Proposition 1.3.1 On a :
max f(z) = —min(—f)(x).

zeC zeC
Autrement dit la fonction f atteint un maximum sur C' en un point x* si et seulement si la fonction

—f atteint un minimum sur C' en x*.



Preuve : Si f atteint un maximum sur C' en un point z*, alors par définition,
Ve, flx)< f(x).
En multipliant par —1 les deux membres de I'inégalité, on a :
VeelC, —f(x)<-—f(z").

Ce qui signifie que (—f) atteint un minimum en x*.
La réciproque est immédiate O
D’apres cette proposition, les résultats concernant les programmes de maximisation peuvent
étre transposés dans les programmes de minimisation, a condition bien entendu de changer le
signe de la fonction-objectif. Par conséquent, tout programme mathématique peut se ramener a
un programme de minimisation.

Théoreme 1.3.3 Soit le programme de minimisation "minimiser f sur C'7 dans lequel [’'ensemble-
image f(C) est un intervalle de R.

Soit ¢ : R — R une fonction continue strictement croissante sur f(C').

La fonction f atteint un minimum sur C' en un point x* si et seulement si la fonction @ o f
atteint un minimum sur C' en x*.

Preuve :
Condition nécessaire :
Comme z* minimise f sur C', on a :

Veel, f@@") < f(z)
Ce qui entraine (puisque ¢ est croissante sur f(C)) :

Ve, o f(a*) <ypof(z).

Donc z* minimise ¢ o f sur C.
Condition suffisante :
Si 2* minimise g o f sur C, on a :

Veel, pof(x¥)<ypo f(x).

Puisque ¢ est continue et strictement croissante sur U'intervalle f(C), elle réalise une bijection de
f(C) sur o(f(C)) et admet donc une bijection réciproque ¢! définie sur U'intervalle o(f(C)) et
a valeur dans f(C'). Cette bijection réciproque a méme sens de variation que ¢. Alors pour tout
xeC:

po f(a") <po fx)
entraine que :
¢~ po f(2) < v Hpo f(a))
c’est-a-~dire :
fz") < f(=),

donc x* minimise f sur C. U

Remarque 1.3.1 Ce résultat reste valable pour les problémes de maximisation.

Ce théoréme doit étre utilisé pour rendre un probleme d’optimisation plus maniable. Par
exemple il est plus facile de résoudre le probléme "maximiser f(x,y) = %lnx—k%lny sur RT < RY.”
que celui-ci "maximiser g(z,y) = xgy% sur R, x R
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1.3.2 Typologie des programmes mathématiques

On distingue plusieurs types de problemes d’optimisation selon les criteres suivants :

- si aucune contrainte ne s’exerce sur les variables de controle, alors I’ensemble des commandes
admissibles est directement une partie du domaine de définition de la fonction-objectif et on a
affaire a un probleme d’optimisation libre.

Mais quasiment toujours, ’ensemble des commandes admissibles est défini en compréhension
par la donnée d’une liste de contraintes auquel cas il faut résoudre un probleme d’optimisation
sous contraintes.

Définition 1.3.5 Un programme mathématique opt,c f(z) est dit libre si C C Dy (Dy est le
domaine de définition de f) ne traduit aucune contrainte entre les variables de commande.

A contrario, un programme d’optimisation est non libre ou sous contraintes, si des contraintes
s’exercent sur les variables de commande. Il y a deux types de contraintes : des contraintes d’égalité
et des contraintes d’inégalité.

Une contrainte d’égalité se présente formellement comme une équation cartésienne du type
h(x) = 0 ou h est une fonction de R" dans R. Elle signale une liaison entre les variables de
commande.

Une contrainte d’inégalité se présente comme une inéquation du type g(z) < 0 ou g est une
fonction de R™ dans R. Elle signale une liaison entre les variables de commande.

Le programme se présente donc sous la forme :

opt  f(z)
hj(x):()a jzlavp
Si f, les g; et h; sont toutes des applications affines, le programme est dit linéaire et dans le

contraire, on parle de programme non linéaire. Un programme non linéaire est quadratique, si f
est quadratique, et les fonctions g; et h; sont des applications affines,
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Chapitre 2
Optimisation d’une variable réelle

Ce chapitre est familier pour tous ceux qui ont appris a étudier une fonction d’une variable
réelle en suivant une méthode "mécanique” et qui savent détecter les points singuliers que sont
les maxima et les minima locaux a coup d’annulation de dérivée premiere et d’examen du signe
de la dérivée seconde. Tant mieux car ce bagage constitue sans aucun doute le coeur de la théorie
de l'optimisation ou, la base sur laquelle viendront s’appuyer les développements ultérieurs quand
la fonction-objectif sera définie sur R".

2.1 Optimisation sur un ouvert
Soit f définie sur U'intervalle ouvert I =|a, b[ avec a < b.

Théoreme 2.1.1 [ admet un mazimum local en x* sur I si et seulement si f est croissante a
gauche de x* et décroissante a droite de x*.
f admet un minimum local en x* sur I si et seulement si [ est décroissante a gauche de x* et

croissante a droite de x*.

Preuve :
Démontrons ce résultat dans le cas d’un maximum local en x*.
On a par définition : f(z) < f(z*) dans un voisinage V' (z*) de z*.
Donc pour tout z € V(z*), on a f(z) — f(z*) <O0.
Siz>ax* ona

f@) = ) _
r— x*
et
Siz <z ona
_ *
@) =1@)
r—x*
Ainsi, a gauche de x*, le taux d’accroissement de f entre x et x* est positif et a droite de z*,
le taux d’accroissement de f entre x* et x est négatif. 0

2.1.1 Conditions nécessaires d’optimalité locale

Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Soit un intervalle ouvert E =la, b] avec a < b de R.
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Définition 2.1.1 Si f est dérivable en point x*, on dira qu’il est un point critique ou stationnaire
de f sl vérifie l’équation dite d’Euler : f'(x) = 0. On dit aussi point candidat.

Théoreme 2.1.2 Soit f définie et dérivable sur l'intervalle ouvert E. Si f admet un extremum
local en x* € E alors x* est un point stationnaire de f.

Preuve :
Démontrons ce résultat dans le cas d’'un minimum local en z*.
On a par définition : f(z) > f(z*) dans un voisinage V' de z*.
Pour z € VN E tel que z > x*, alors on a :

flx) — fa)

> 0. 1
T —x* - ()

Pour x € V N E tel que x < z*, alors on a :

fz) — f(a7)

r —x*

<. 2)

Et comme f est dérivable en z*, on a :

f) —fe) @)= L f@) - fe)

f(x*)=lim — = . .
x — x* r—=T x — x* r— a— T —
T >x* r<x*

Par passage a la limite dans (1), on obtient :

lim —f(x) _ f£$ )
r— ¥ A
x>t

>0

— Y

soit f'(z*) > 0.
De méme pour (2) on obtient :

fa) —f)

lim <0,
r— x* T —
r<x*
soit f'(x*) < 0.
Finalement, on obtient f'(z*) = 0.
Pour le cas d'un maximum local, la démonstration est analogue. 0

Condition nécessaire d’optimalité du second ordre

Théoreme 2.1.3 Soit f définie et deux fois continiment dérivable sur l’intervalle ouvert E.

- Si f admet un maximum local en x* € E, alors x* est un point stationnaire de f et on a
(@) <.

St f admet un minimum local en x* € E, alors x* est un point stationnaire de f et on a
f"(z*) > 0.
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Preuve :
Démontrons ce résultat dans le cas d'un maximum local en x*. D’apres la condition d’optimalité
du premier ordre, on f'(z*) = 0.
Par définition, comme z* est un point de maximum local, alors il existe un voisinage V' (z*) de
x* tel que :
f(z) < f(z*) VaxeV(@")NE.

Comme f est deux fois contintiment dérivable sur I'intervalle ouvert E elle admet un développement
de Taylor d’ordre 2 sur V' (z*) de x* qui s’écrit : Vo € V(2*) N E, il existe ¢ compris entre x et z*
tel que :

Fla) = @)+ P =) o (o= 2P f" (o)

Mais comme f’(xz*) = 0, cette relation devient :

Posons x = x* 4+ h, on obtient donc :
Flat 1) = f) + (),
En posant ¢ = z* + 0h (avec 6 qui dépend de x et x* et vérifie 0 <0 < 1) on a :
flz*+h)= f(z*) + %h2f”(9€* + 6h).
L’inégalité f(x) < f(z*) équivaut alors a :

1
§h2f”(x* +6h) <0 Vhtelquez*+60heV(z")NE.

Soit encore f”(x* + 6h) < 0.
Par passage a la limite dans 'inégalité précédente, on a limy, o f”(z* + 6h) < 0 et puisque f”
est continue en z*, on en déduit que :

lim f"(z* 4+ 6h) = f"(lim(z* 4+ 0h)) = f"(z*) < 0.

h—0 h—0

D’ou le théoreme. O

2.1.2 Condition suffisante d’optimalité du second ordre

Théoreme 2.1.4 Soit f définie et deux fois continument dérivable sur ['intervalle ouvert E.

- Si a* est un point stationnaire de f avec f"(x*) <0, alors f admet un mazimum local strict
en x*.

- Si x* est un point stationnaire de f avec f"(x*) > 0, alors f admet un minimum local strict

en x*.

Preuve : Démontrons ce résultat dans le cas d’'un maximum. On a donc les hypotheses : f'(z*) = 0
et f"(z*) <O.

On veut montrer qu’il existe un voisinage V' (z*) de 2* dans lequel in a : f(x) < f(2*) pour
tout © € V(x*), x # x*.
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Comme f est deux fois continiiment dérivable sur 'intervalle ouvert E elle admet un développement
de Taylor d’ordre 2 en tout point de F.
En z* et en tenant compte du fait que f'(z*) =0, on a :

avec ¢ compris entre x et z*.

Puisuge f” est continue sur E, pour tout £ > 0, il existe un réel a > 0 tel que pour tout x # z*,
vérifiant |z — 2*| < a, alors | f"(z) — f"(2*)| < €, soit encore f"(z*) —e < f"(x) < f"(x*) + .

Choisissons € > 0 tel que ¢ < —f"(2*) ( cela est posible car on a f”(2*) > 0); il existe donc
a > 0 tel que :

v — 2| <a= f'(z")—e < f'(x) < f'(z") + ¢

donc f"(z) < 0.

Puisque ¢ est compris entre z et 2*, on a : [c—2*| < |r —2*| < a < «, ce qui entraine f’(c) <0

et par suite si |t —2*| < aetsiz #2* ona: i(z—2%)?f"(c) <0 donc

1

@) = f@) + 5z =)’ f"(c) < f"(z").

On a ainsi montré que pour tout € > 0 tel que 0 < € < —f”(2*), on peut trouver un réel a > 0
tel que :
Vo ez —a, 2" +al et x # 2”, f(x) < f(z¥).

Ce qui signifie que dans un voisinage de demi-longueur «, centré sur x*, la fonction atteint en z*
un maximum strict. O

Remarque 2.1.1 Ce théoréme suggere une stratégie de recherche des optima. Dans la résolution
pratique des problémes d’optimisation, la premiére étape consiste a rechercher les points candidats.
La seconde étape est de calculer la valeur de la dérivée seconde en chaque point candidat, ce qui
permet de conclure sur leur nature.

Remarque 2.1.2 On note que les inégalités caractérisant le signe de la dérivée seconde au point
candidat sont strictes alors qu’elles étaient larges dans la condition nécessaire du second ordre.
Ainsi la condition nécessaire et la condition suffisante ne font pas une condition nécessaire et
suffisante. moralité : quand on a un point candidat x avec f"(x) =0, il ne faut rien conclure sans
un examen complémentaire

Exemple 2.1.1

La fonction f définie par f(z) = 2? a un point candidat z* = 0. En ce point on a : f”(0) =2 > 0.

D’apres le théoreme, f admet un minimum local strict au point 0.

La fonction f définie par f(z) = 2% a un point candidat z* = 0. En ce point on a : f”(0) = 0.
On ne peut rien conclure a I'existence d'un extremum local en 0.

La fonction f définie par f(x) = 2®+52°+ 3245 a deux points candidats 27 = —3 et #} = —3.
On calcule facilement f”(z}) = f"(=3) = =8 et f"(x3) = f"(—3) = 8. Par conséquent la fonction
f passe par un maximum local en x] et un minimum local en z3.
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2.1.3 Une condition nécessaire et suffisante d’optimalité locale

Cette condition convient aux fonctions définies et indéfiniment contintiment dérivable sur un
intervallle ouvert E. Elle doit étre utilisée quand la dérivée seconde est nulle en un point candidat.

Théoréme 2.1.5 Soit f de classe C* sur l'ouvert E et soit x* € E tel que f"(x*) = 0.

f admet un mazximum local en x* si et seulement si la premiére dérivée non nulle au point x*
est d’ordre pair et négative.

f admet un minimum local en x* si et seulement si la premiere dérivée non nulle au point x*

est d’ordre pair et positive.

Remarque 2.1.3 En pratique, ce théoreme s’applique quand la dérivée seconde en un point can-
didat est nulle. Il faut dériwer la fonction jusqu’a ce qu’une dérivée non nulle au point candidat
soit détectée. Si l'ordre de celle-ci est paire, on est en présence d’un optimum : mazximum st elle
est négative, minimum si elle est positive. Et si son ordre est impair, on est en présence d’un point
d’inflexion.

Exemple 2.1.2

La fonction f définie par f(z) = 2 admet un point d’inflexion en z* = 0 car f'(0) = f”(0) =0 et
1" (0) = 6. La premiere dérivée non nulle au point candidat est d’ordre impair.

La fonction f définie par f(z) = z* présente un minimum en z* = 0 car f/(0) = f”(0) =0 =
f"(0) =0 et f®(0) = 24. La premiere dérivée non nulle au point candidat est d’ordre pair et est
strictement positive.

2.2 Optimisation sur un compact

On s’intéreese ici a 'optimum d’une fonction f sur un intervalle fermé et borné de R. On a le
résultat d’existence suivant.

Théoréme 2.2.1 (Théoréme de Weierstrass) Si f est continue sur E un intervalle non vide

fermé et borné [a,b] C R, alors f admet au moins un minimum global et un mazximum global sur

I.

D’apres le théoreme de Weierstrass, une fonction continue sur un intervalle compact E = [a, b]
a la propriété d’atteindre son maximum et son minimum en un point au moins. Des lors :

- soit ce point est intérieur et les théoremes de la section précédente permettent de le détecter ;

- soit ce point est une borne, et on dispose des théoremes suivants, valables si la fonction est
dérivable a droite en a et dérivable a gauche en b.

Pour la borne inférieure a, on a une condition nécessaire et une condition suffisante.

Théoréme 2.2.2 (Condition nécessaire) On suppose que f est dérivable a droite en a. Si f
admet un mazimum (respectivement un minimum,) local en a, alors on a : fi(a) < 0 (respective-
ment fi(a) >0).

Théoréme 2.2.3 (Condition suffisante) On suppose que f est dérivable a droite en a. Si
fi(a) < 0 (respectivement fi(a) > 0), alors f admet un mazimum (respectivement un minimum,)
local en a.
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Pour la borne supérieure b aussi, on a une condition nécessaire et une condition suffisante.

Théoréme 2.2.4 (Condition nécessaire) On suppose que f est dérivable a gauche en b. Si f
admet un mazimum (respectivement un minimum) local en a, alors on a : f;(b) > 0 (respectivement

fg(b) <0).

Théoréme 2.2.5 (Condition suffisante) On suppose que f est dérivable a gauche en b. Si
fy(b) > 0 (respectivement f,(b) < 0), alors f admet un mazimum (respectivement un minimum,)

local en b.

Exemple 2.2.1

On considere la fonction f définie par f(z) = $72 sur le compact E = [0, 3].

Cpmme f est une fonction rationnelle définie sur Dy = R\ {—1} et puisque E est inclus dans
Dy, on sait que f est continue sur le compact E et passe donc par un maximum et un minimum
en veru du théoreme de Weierstrass.

Sur £’ =0, 3|, la dérivée premiere f'(z) = (H;W ne s’annule pas. Par conséquent f ne prend
pas ses valeurs extremales sur le points intérieurs de F.

Puisque f;(0) = —4 < 0et f}(3) = —3 <0, on en déduit que f admet un maximum local (qui

est aussi global dans ce cas) en 0 et un minimum local (qui est aussi global) en 3. On a :

max f(z) = f(0) =3, min f(z)= f(3)=0.

z€(0,3] z€0,3]

2.3 Optimisation des fonctions convexes concaves

Les fonctions convexes et concaves deux fois dérivables présentent une particularité intéressante :
la condition nécessaire d’optimisation locale est ipso facto une condition suffisante d’optimum glo-
bal.

2.4 Fiche pratique de résolution d’un programme d’opti-

misation

L’hypothese de base est que dans le programme d’optimisation, la fonction-objectif f est définie
et au moins deux fois continiment dérivable sur un sous-ensemble E de R. Deux cas principaux
doivent étre distingués : F est un intervalle ouvert, F est un compact.

1) E est un intervalle ouvert de R : E =]a, b[ avec a < b.

On procede comme suit :

a) Recherche des points candidats
i) Calcul de f'(x)
ii) Recherche des solutions de ’équation d’Euler : f'(z) =0
iii) S’il existe des solutions, ce sont des points candidats

b) Etude de la nature de chaque point candidat
i) Calcul de f”(x)
ii) Etude du signe de f”(z) sur E (cette étude permet de savoir si f est convexe, est

concave ou ni convexe ni concave.
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iii) Si f”(x) > 0 sur E, alors f est convexe sur E et la fonction admet un minimum global
au sens large sur F au point candidat.
iv) Si f"(xz) > 0 sur E, alors f est strictement convexe sur E et la fonction admet un
minimum global unique sur £ au point candidat.
v) Si f"(z) < 0sur E, alors f est concave sur F et la fonction admet un maximum global
au sens large sur F au point candidat.
vi) Si f”(z) < 0 sur E, alors f est strictement concave sur F et la fonction admet un
maximum global unique sur £ au point candidat.
vii) Si f”(x) ne conserve pas un signe constant sur £, la fonction f n’est ni convexe ni
concave sur E. On doit calculer f”(z*)
e si f”(x*) > 0, alors f admet un minimum local strict au point candidat
e si f”(z*) <0, alors f admet un maximum local strict au point candidat
o si f"(z*) =0, et si f est de classe C*™ sur E, on recherche la premiere dérivée non
nulle en 2* soit f*)(z*) cette premiere dérivée. deux cas se présentent :
Cas 1 : k est pair alors :
si f®)(z*) > 0, f présente un minimum local en z*;
si f®)(z*) < 0, f présente un maximum local en x*;
Cas 2 : k est impair : alors f présente un point d’inflexion en z*.

2) E est un compact de R : E = [a, b] avec a < b.

Il faut distinguer les points intérieurs de E et les bornes.
a) Pour les points intérieurs, I’étude est menée sur |a, b[ comme il a été indiqué dans 1).
b) Pour la borne a, on calcule f(a) et :
i) si fi(a) > 0, alors f admet un minimum local en a
ii) si fi(a) <0, alors f admet un maximum local en a
iii) si fj(a) = 0, alors on est en présence d’'un cas douteux
¢) Pour la borne b, on calcule f;(b) et :
i) si f;(b) > 0, alors f admet un minimum local en b
i) si f;(b) <0, alors f admet un maximum local en b
iii) si f;(b) = 0, alors on est en présence d'un cas douteux
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Chapitre 3

Optimisation a plusieurs variables sans

contraintes

Dans cette partie nous nous intéressons aux problemes du type
a = inf f(z) (P)
zecR"
ou f est une fonction définie sur R" et a valeurs dans R.
Un probleme d’optimisation étant donné, deux questions se posent : existe-t-il des solutions?

Et comment détecter les solutions éventuelles? La théorie de I'optimisation affronte donc deux
problemes classiques en mathématiques : celui de 'existence et celui de des méthodes de recherche.

3.1 Résultats d’existence et unicité

On considere d’abord la définition suivante.

Définition 3.1.1 La fonction f est dite coercive (on dit aussi que f est infinie a l'infini) si on
a: f(x) — 400 quand ||z|| — +o0.

Exemple 3.1.1

1) f: R" = R telle que f(z) = ||x|| est coercive.

2) f:R* = R telle que f(z,y) = 2% — 4 n’est pas coercive.

3) f:R"™ — R définie par f(z) = (a,z) + b avec a € R" et b € R n’est pas coercive.
4) f(x,y) = 2* +y* — (z — y)? est coercive sur R?.

5) f:xeR"— LAz, z) — (b,x) ol A € S, (R) est définie positive et b € R est coercive.

Pour montrer que f est coercive, on utilise souvent la proposition suivante :
Proposition 3.1.1 Si f : R" — R est une application et g : R — R vérifie
F(x) = g(l2]) avee Tim g(t) = +o0
t——+o00
alors f est infinie a ['infin.

Preuve : Immédiate 0
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Théoréme 3.1.1 Si f : R — R est continue et coercive (infinie a l'infini), alors il existe un

point qui réalise le minimum de f sur R™. Autrement dit, il existe x € R" tel que

flx) < fly) VyeR"

Preuve :
Soit av = inf gn f(x) < +00. Soit (z)ren une suite minimisante c’est-a-dire telle que :

lim f(zg) = o < +00. (3.1)

k—+o0

Montrons que la suite (zx)ren est bornée. Par 'absurde, on suppose qu’elle ne l'est pas c’est-
a-dire qu'il existe une sous suite notée (xy))x de (z5)ren telle que : limy oo || T4 || = +00. Par
coercivité de f, on a alors : limy_, o f(Tymk)) = +00, ce qui contredit (3.1).

La suite (xj)ren est donc bornée : il existe alors une suite extraite notée (yx))r de (Tr)ren
qui converge vers T € R". En utilisant maintenant la continuité de f, on a alors :

f(@)= lim f(zym) = a.

k—+o0

On en déduit alors deux choses : @ > —o0 et T solution du probleme (P). O

Théoréme 3.1.2 (Condition suffisante d’existence de solution optimale) Considérons le
probléme (P). Si f est continue et s’il existe T € R"™ tel que l’ensemble {x € R" : f(z) < f(Z)}
soit borné alors le probléme (P) admet au moins une solution optimale globale. Ce qui est le cas
si f est continue et coercive.

En ce qui concerne 1'unicité de la solution optimale on a le théoreme ci-dessous.

Théoréme 3.1.3 (Condition suffisante d’unicité) Si f est strictement conveze, alors le probleme
(P) a au plus une solution optimale globale.

Ce théoreme n’est pas une condition d’existence de minimum pour la fonction f. Par exemple
la fonction f(x) = e” est strictement convexe mais n’atteint pas son minimum sur R.

Théoréme 3.1.4 (Condition d’existence et d’unicité) Si f est continue, coercive et stricte-
ment convexe, alors le probléme (P) admet une et une seule solution optimale globale.

Remarque 3.1.1 I faut noter que l’hypothése de continuité dans le théoréme ci-dessus n’est pas
nécessaire, car toute fonction convexe sur R" et a valeurs dans R est continue.

Définition 3.1.2 On appelle fonction elliptique une fonction f € CY(R™,R) fortement conveze.

Théoréme 3.1.5 (Condition suffisante d’existence et d’unicité) Si f est une fonction el-
liptique alors le probleme (P) admet une et une seule solution optimale globale.
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3.2 Conditions d’optimalité

3.2.1 Conditions d’optimalité du premier ordre

Les conditions que nous donnons ici concernent le cas ot la fonction-objectif f est différentiable.
On définit :

Définition 3.2.1 Si f : R" — R une fonction différentiable. On dit que x* est un point station-

naire ou critique de f si V f(xz*) = 0.

On a le théoreme :

Théoréme 3.2.1 (Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre) On suppose que
f:R"™ — R est une fonction différentiable. Si x* réalise un minimum local (global) de f sur R",
alors on a V f(z*) = 0.

Preuve : Soit z* réalisant un minimum local de f sur R". Le developpement de Taylor au voisinage
de x* donne :
f@) = f@) +(V[f(a"), 2 —z%) + [z — 2"[|e(2)
avec lim,_,, e(x) = 0.
Si Vf(z*) # 0, alors en choisissant = z(\) = 2* — AV f(2*), on aurait, pour A > 0 suffi-
samment petit, f(z(\)) < f(z*). Ce qui contredirait le fait que z* réalise un minimum local de f.
Donc la condition est nécessaire. O

Remarque 3.2.1 1) Ce théoreme n’a pas de sens si la fonction f n'est pas différentiable en z*.

2) Cette condition nécessaire du premier ordre permet de sélectionner un certain nombre de
candidats a étre des minima locauz ou globaux. La réciproque est fausse. Un point critique n’est pas
nécessairement un minimum local (global). Ce peut étre un minimum local ou global, un mazimum
local ou global ou ni l'un ni l'autre. C’est dire que ce résultat n'est en général pas une condition

suffisante.

Dans le cas convexe, la condition nécessaire du premier ordre ci-dessus est suffisante.

Théoreme 3.2.2 5i f : R" — R est une fonction convexe et différentiable, alors un point x*

réalise un minimum global de f sur R"™ si et seulement si
Vf(x*)=0.

Preuve : On sait que la condition est nécessaire. Montrons a présent qu’elle est suffisante.
Soit z* un point tel que V f(z*) = 0. Comme f est convexe alos, on a :

F@) = f@") + (V)0 —27) Vo € ",
Par hypothese, on a V f(z*) = 0; il vient alors que
f(x) > f(z*) Vo € R"™.
Ce qui termine la démonstration. O
Corollaire 3.2.1 Si f est une fonction quadratique avec f(z) = +(Az,z) — (b,x) ot A est une

matrice carrée d’ordre n a coefficients réels, symmetrique et définie positive, alors il existe un

minimum unique T € R"™ de f et qui est ['unique solution du systeme Ax = b.
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3.2.2 Conditions d’optimalité du second ordre

Théoréme 3.2.3 (Condition nécessaire d’optimalité du second ordre) Si f: R" — R est

une fonction deux fois différentiable sur R", une condition nécessaire pour que x* soit un minimum
local (global) de f sur R™ est que : V f(z*) =0 et V2f(z*) est semi défini positif.

Preuve : Soit z* un minimum local de f sur R". On sait que la condition 1) est satisfaite. Il reste
a montrer la condition 2). Par définition du minimum local, il existe un voisinage V' de z* dans
R" tel que f(z) > f(x*) pour tout x € V.

Soit h € R". En utilisant le développement de Taylor au voisinage de z*, a 'ordre deux et la
condition 1), on a : pour ¢ suffisamment petit,

Flat 4 th) = f(7) + (2T (@), by + 2] =(th),

avec ¢ continue et lim; o e(th) = 0.
Pour ¢ # 0 suffisamment petit de sorte que z* +th € V, on a :

*4+th) — * 1
0< flam t2) G §<V2f(x*)h, h) + e(th).
En passant & la limite, ¢ tendant 0, on obtient : (V2 f(x*)h,h) > 0. O

On a aussi une condition suffisante d’optimalité.

Théoréme 3.2.4 (Condition suffisante d’optimalité du second ordre) On suppose que f :
R™ — R est une fonction deux fois différentiable sur R™. Si x* est tel que V f(x*) =0 et V2 f(z*)

est défint positif, alors x* est un minimum local strict de f.
Preuve : La matrice étant définie positive, il existe A > 0 tel que
VheR" (V?f(x*)h, h) > M|h|*
D’apres la formule de Taylor on a :
* * * 1 * * * * *
f(@) = f(@7) = (Vf(a"), 2 = a%) + (V@) (@ — o), —a7) + ||z — 2" [Pe(e —27)

avec e continue et lim, .- e(x — 2*) = 0.

On a alors \
ﬂ@—fwwznx—ﬁw(§+dx—f0

Pour x suffisamment proche de x*, % + e(z — 2*) est du signe de A c’est-a-dire strictement

positif. .

On en déduit les corollaires suivants :

Corollaire 3.2.2 Si f € C*(R",R) (c’est-a-dire que f : R* — R admet des dérivées partielles
d’ordre 1 et 2 qui sont continues), si x est un point critique de f tel que la matrice hessienne de f
en x (qui est une matrice carrée d’ordre n symmetrique) a pour valeurs propres (qui sont réelles)
ordonnées \y < Ay < -+ < \,, alors :

e Si \; >0 pour touti € {1,--- ,n}, f admet un minimum local en x.

e Si \; <0 pour touti € {1,--- ,n}, f admet un mazximum local en x.

e SiA <0etA, >0, f nadmet pas d’extremum en x.

e Sl existe uni € {1,--- ,n} tel que \; = 0 et les autres valeurs propres sont de méme signe,

on ne peut pas conclure.
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Corollaire 3.2.3 (cas de dimension deux) Six est un point critique de f € C*(R*, on définit
les coefficients r, s, t par :
0*f 0*f O f 0*f
r=5a0. = ad (=g b, =L

Alors
e Sirt—s>>0etr >0, f admet un minimum local en x.
o Sirt—5>>0cetr <0, f admet un mazimum local en x.
o Sirt—s%<0, f nadmet pas d’extremum en x, c’est un point selle.

o Sirt —s%=0, on ne peut pas conclure.

3.3 Méthodes numériques

Dans cette partie nous nous intéressons aux méthodes numériques pour résoudre le probleme :

a = inf f(z) (P)

zeR"

ou f est une fonction définie et différentiable sur R" et a valeurs dans R.
Les principales méthodes de résolution connues ne permettent pas la détermination d’un mi-
nimum global. Il faut alors parfois se contenter d’optimum locaux.

Les algorithmes les plus utilisés sont des procédures itératives ou 1'on engendre une suite de

points 20, 2!, ---, a*, ... convergeant vers un optimum local.

3.3.1 Algorithmes et vitesse de convergence

Définition 3.3.1 Un algorithme est défini par une application A de R™ dans R" permettant la
génération d’une suite d’éléments de R" par la formule :

22 € R” donné k:=0 Etape dinitialisation
ol = A(2F)  k:=k+1 Itération k

Ecrire un algorithme c’est se donner une suite {z*} de R".
Etudier la convergence de cet algorithme c’est étudier la convergence de la suite {x*}.

Définition 3.3.2 On dit que l’algorithme A converge si la suite {x*} engendrée par l’algorithme
converge vers une limite x*.
La convergence est dite locale si elle n’a lieu que pour des points de départ 2° dans un voisinage

de x*. Dans le cas contraire la convergence est globale.

Définition 3.3.3 Soit {z*} une suite de limite x* définie par la donnée d’un algorithme conver-
geant A. On dit que la convergence de A est :

- linéaire si Uerreur ey = ||a¥ — x*|| décroit linéairement i.e
3C e [0, 1[, E'k’o VEk > k0,€k+1 < C’ek.

- superlinéaire si l'erreur e, = ||x* — a*|| décroit de la manicre suivante : epy1 < apegp ol oy, est

une suite positive qui converge vers 0.
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St oy, est une suite géométrique, la convergence de l’algorithme est dite géométrique.

- superlinéaire d’ordre p > 1 si Uerreur e;, = ||2* — 2*|| décroit de la maniére suivante :

iC Z O, E”{?O\V/k Z k0,€k+1 S C[@k]p.

Dans le cas p = 2, la convergence de [’algorithme est dite quadratique.

3.3.2 Meéthodes de descente
A chaque étape k, 2*+1 est défini par :
xk-H = Ql’k + )\kdk

ott d* est une direction de déplacement et \;, le pas de déplacement.

La plupart des méthodes numériques usuelles sont des méthodes de descente c’est-a-dire que
la direction de deplacement & chaque étape x* est une direction de descente pour la fonction en
ce point.

Définition 3.3.4 On dit qu’une direction d est une direction de descente pour f en x, si
da>0: f(zr+ad) < f(zx) V a€,al.
On montre facilement que :

Proposition 3.3.1 Soit f différentiable en x, si d est telle que (Vf(x),d) < 0 alors d est une
direction de descente pour f en x.

Corollaire 3.3.1 Soit f différentiable en x. Si Vf(x) # 0, alors d = =V f(x) est une direction
de descente pour f en x.

Le principe des méthode a directions de descente est le suivant :
0) Choix d’'un itéré initial 2° € R";
Initialisation : k :=0;
1) Arrét de lalgorithme si test d’arrét vérifié;
2) Choix d’une direction de descente d* ;
3) Détermination d’'un pas de déplacement \; > 0 le long de d* de maniere & "faire décroitre f

suffisamment” ;
4) 2* = 2% + \d®, k =k + 1 et aller en 1.

Méthodes du gradient

Il s’agit d'une famille de méthodes itératives qui s’appliquent a des fonctions différentiables et
qui utilisent 'opposé du gradient comme direction de déplacement c’est-a-dire : a 1’étape k, on
prend comme pas de déplacement , d* = —V f(a*). Il reste ensuite le choix du pas de déplacement,
c’est la phase de recherche linéaire. Ce choix détermine la méthode. Il existe plusieurs possibilités :

- prendre un pas constant, on parle alors d’algorithme a pas constant ;

- prendre un pas optimal, i. e. A qui minimise w(\) = f(2* — AV f(2*), (A > 0), on parle alors
d’algorithme du gradient aa pas optimal ;

- prendre un pas qui respecte certaines regles tout en nécessitant peu de calculs au niveau de
la recherche linéaire.

Nous nous intéressons ici a l'algorithme du gradient a pas optimal on dit aussi de la plus forte
pente qui est le suivant :
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a) Algorithme du gradient & pas optimal

0) Choix d’un itéré initial z° € R" initialisation : k := 0;

1) Arrét de l'algorithme si test d’arrét vérifié;

2) Prendre d* = -V f(2*);

3) Déterminer \; > 0 tel que f(z" + A\pd®) = minyso f(2F + Ad¥);

4) F = aF + \pd®, k =k + 1 et aller en 1.

Le test d’arrét peut étre par exemple :

e le gradient est tres petit : ||V f(z%)]| < &, ol € est un parametre donné;

e la suite {z*} est "presque” stationnaire : |f(z*!) — f(2*)] < ¢, (¢ donné).

On peut aussi exiger que I'un de ces tests soit vérifié sur plusieurs itérations ou que plusieurs
tests soient satisfaits simultanément.

On montre que dans la méthode du gradient a pas optimal, les directions de déplacement
successives sont orthogonales :

Théoréme 3.3.1 Etant donné lalgorithme du gradient a pas optimal, on a pour tout k, (d*, d**t) =
0.

On a le résultat de convergence suivant :

Théoréme 3.3.2 Si la fonction f est de classe C' et coercive, alors pour tout point de départ z°,

la méthode du gradient a pas optimal converge vers un point stationnaire de f.

On remarque que dans la pratique, pour certaines fonctions comme la fonction banane de
Rosenbrock, la convergence est tres lente, par exemple, les fonctions mal conditionnées du type
vallée étroite et allongée. Il existe des techniques d’accélération de la convergence.

3.3.3 Méthodes de directions conjuguées

Principe des méthodes des directions conjuguées

Il s’agit de méthodes itératives qui, appliquées a une fonction quadratique de n variables
conduisent a 'optimum en n étapes au plus.

Définition 3.3.5 Soit A une matrice carrée d’ordre n symétrique définie positive.
On dit que les vecteurs x et y de R" sont conjugués par rapport a A ou encore A-conjugués
s’ils vérifient T Ay = 0.

La matrice A étant symétrique définie positive, la forme bilinéaire a(x,y) = z7 Ay définit un
produit scalaire et la relation 27 Ay = 0 traduit 'orthogonalité des vecteurs z et y par ce produit
scalaire.

Théoréme 3.3.3 Si {d°, ---, d*} sont des directions 2 & 2 conjuguées par rapport a A, soit
(d',Ad?y =0 Vi, j€{0, -+, k}, i # j alors elles sont linéairement indépendantes.
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Algorithme du gradient conjugué : cas des fonctions quadratiques

On considere la fonction quadratique

q(z) = %(Ax,x) +(b,z) + ¢

ou A est une matrice carrée d’ordre n symétrique définie positive, b € R" et ¢ € R.

La méthode consiste a partir d’un point 2°, & minimiser ¢ suivant n directions d°, d',--- ,d"*
mutuellement conjuguées par rapport a A.

Soient n telles directions : d°,d!,--- ,d"!.

Ayant déterminé x*, le point 2**! est le point : ¥ = 2% 4+ \,d* ol \;, est choisi de facon &
minimiser ¢(z* + \d*) par rapport & A\. On a donc (d*, Vq(z* + \pd*)) = 0 ou encore (d*, A(x* +
Aed®) +b) = 0 d’ott Pon déduit : \j, = %.

On montre que

Lemme 3.3.1 Sid° d',---,d*' sont mutuellement conjuguées par rapport a A, alors on a pour
tout i < k la relation : {d', Vq(z*)) = 0.

Preuve : On a en effet :

(d',Vq(a*)) = (d', Az* +b)
(d', A’ + 32570 A7) + b)
Azt 4 b) 4 A(d, AdY)

(d',
=0 d apres la valeur de \; calculée ci-dessus

D’otl le résultat. U

Théoréme 3.3.4 Le point x™ est Uoptimum de q(zx) sur R".

Preuve : Les directions d°,d',--- ,d"! étant mutuellement conjuguées, elles forment une base
de R™. D’apres le lemme , Vq(z") = 0, ce qui démontre le théoreme. O

La méthode de Fletcher et Reeves engendre au fur et & mesure les directions d*. A chaque
étape k, la direction d* est obtenue comme combinaison linéaire du gradient de ¢ en z* et de la
direction précédente d*~!, les coefficients étant choisis de telle maniere que d* soit A-conjuguée
avec toutes les directions précédentes.

Algorithme de Fletcher et Reeves
On consideére dans cet algorithme ¢g* = Vq(z*) = Ax* + b
e Choisir un point initial 2° € R" et poser d° = —¢";
e Pour £ variant de 0 a n faire :

(on pourra remarquer 1’égalité suivante : (d*, g*) = —||g*[|?).

La convergence de l'algorithme est assurée par le fait que les directions d°,d',--- ,d"! sont
mutuellement conjuguées. Montrons cela par récurrence. pour cela, soit k& compris entre 0 et n—2;
on suppose que les directions d°, d*, - - - , d* sont mutuellement conjuguées. On a alors pour k + 1 :

(05, AQEY) = (@ A+ B
= —{(d*, AgF*t1) + B.(d*, Ad*) = 0 d’apres le choix de B
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Pour i < k, A A ) ,
(@ AdYy = —(g"Y AdY + By, — (dF, Ad') = —(g" 1, AdY).

Or

Ad— 4 ($i+1 . xz) _ At — Agi B gitl — gi.

D’autre part, ¢'t! = —d! + Bid' et ¢ = —d' + B;_1d"L.
D’apres le lemme, ¢! est orthogonal & dt!, d' et d'~! : Ad’ étant combinaison linéaire de ces
trois vecteurs, (g"™1, Ad") = 0, ce qui montre 'égalité (d**! Ad’). O

Pour terminer nous montrons une formule qui nous sera tres utile dans le paragraphe suivant.

Proposition 3.3.2 On a B = lg* 2

llg*lI>

Preuve : On a g"™! — g8 = A2 — %) = M\ Adk.

s (kL A gk (gFThgR T —g")

Dot (¢**!, Ad¥) = “+—4—1.

Comme g* = —d* + B,_1d*"!, le lemme montre I'égalité (g1, g*) = 0
s Lop 1 (gMThgR ) (gt Rt

Diou: B = 3" aary = = @ramy

Or (¢*,d*) = (g%, —g* + Br_1d" ') = —(g*, g*) d’apres le lemme.

On en déduit le résultat : G, = ”ﬂ;ﬁf.

Algorithme du gradient conjugué : cas d’une fonction quelconque

L’algorithme de Fletcher et Reeves pour une fonction quelconque est le suivant :
e Choisir un point initial 2° € R", poser d° = —V f(2°) et k = 0;
e repéter :
o choisir A, minimisant f(z* + \d*), par rapport a \
o xk;—l—l — Z‘k + )\kdk
o o=l
o d*tt = —V f(a**1) + Brd” ok:=k+1
Cette méthode a deux avantages : elle nécessite le stockage de tres peu d’informations et sa
vitesse de convergence est tres supérieure a celle des algorithmes de gradient classiques.

3.3.4 Méthode de Newton

La méthode de Newton permet de construire un algorithme permettant de résoudre le systeme
d’équation non linéaire
g(x) =0

oll g: R™ — R" est différentiable : on se donne 2° € R” et on fait les itérations
oM =2t — g/ (ah)] T g(a") (3.2)

ou ¢'(z) est la dérivée (ou jacobienne) de g au point x.
L’application de cette méthode au probleme d’optimisation

o = min f(z) (P)

zeR
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consiste a l'utiliser pour résoudre le systeme d’optimalité du probleme (P), c’est-a-dire que l'on
pose g(x) = Vf(z) dans (3.2). Cela suppose donc que f est deux fois différentiable et que 1'on
sait calculer ses dérivées secondes. On obtient les itérations

P =ak [V OV ) (3.3)

On remarque qu’il est nécessaire qu’en z%, V2 f(z¥) soit inversible : ce qui est le cas si V2 f(z*)
est défini positif.

La méthode de Newton est intéressante car sa convergence est quadratique au voisinage de la
solution x* si V2 f(z*) est défini positif ¢’est-a-dire que I'on a

2" — 27| < Afla® —2*|?, v > 0.

Mais cette convergence n’est assurée que si 2° est suffisamment proche de z*, ce qui limite I'intérét.
On pourra éventuellement appliquer d’abord une autre méthode pour s’approcher de z*, puis
appliquer la méthode de Newton.

Pour améliorer la précision de la méthode de Newton, on peut penser a lui ajouter une phase

de recherche linéaire dans la direction d* = —[V2f(2*)] 71V f(z").
Cela est possible uniquement si d* est une direction de descente pour f en z

(Vf(*),d") = =(Vf ("), [V2f (") 7TV (@) <0

ce qui sera le cas si V2f(z¥) est une matrice définie positive. L’algorithme s’écrit alors :

k_ soit

0) Choix d’un itéré initial z° € R, initialisation : k :=0;

1) Arrét de Palgorithme si test d’arrét vérifié ;

2) Prendre d* = —[V2f(2®)| 71V f(2") ;

3) Déterminer \;, > 0 tel que f(z* + \pd®) = minysg f(z* + \d¥);
4) 2t = 2% + \db, k =k + 1 et aller en 1.

3.3.5 Algorithmes de recherche linéaire

Une grande classe d’algoithmes que nous avons considérés pour résoudre le probleme d’opti-
misation

(P) a= inf f(x)

sont de la forme générale suivante :
29 € R étant donné, calculer =" = zF + \.d"

Le vecteur d* étant la direction de déplacement et \; le pas de déplacement de la méthode &
la k-ieme itération.

La direction de déplacement étant choisie, on est plus ou moins ramené a un probleme unidi-
mensionnelpour la détermination de A\, = argmin,sop(\) = f(x* + Ad*).

Il existe trois familles d’algorithmes de recherche linéaire

e méthodes de dichotomie ou d’exploration planifiée : ces méthodes sont hyper-robustes
mais lentes.

e méthodes d’interpolation : on prend trois de la courbe de ¢ on fait passer une parabole,
on calcule le minimum, on élimine un point, on recommence.

e méthodes modernes efficaces : on n’optimise plus, on s’arréte apres quelques itérations
des que ¢ a assez décru par rapport a ¢(0).

On donne ici quelques algorithmes unidimensionnels ou de recherche du pas.

Supposons que 'on connaisse un intervalle [a,b] contenant le minimum A\* de ¢ et tel que ¢
soit décroissante sur [a, A*| et croissante sur [A*; 0] ( ¢ est alors appélée une fonction unimodale).
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Méthode de la section dorée

Supposons que 'on connaisse un intervalle [a,b] contenant le minimum A* de ¢ et tel que ¢
soit décroissante sur [a, A*| et croissante sur [A*, 0] ( ¢ est alors appélée une fonction unimodale).

On construit une suite décroissante d’intervalles [a;, b;] qui contiennent tous le minimum \*.
Pour passer de [a;, b;] & [a;11,b;i11], on procede de la maniére suivante.

On introduit deux nombres a’ et &' de l'intervalle [a;, b;] et tels que a’ < b’ puis on calcule ¢(a’)
et p(b'). Trois possibilités se présentent alors a nous.

o p(a’) < o(b').

Alors le minimum M\* se trouve nécessairement a gauche de b'. Ceci définit alors le nouvel
intervalle en posant a;,;1 = a; et b1 = b'.

o o) > p(t).

Dans ce cas il est évident que le minimum se trouve cette fois-ci a droite de a’. On pose alors
a1 =a et b1 =0

o o) = o).

Alors le minimum se trouve dans l'intervalle [a’, b]. On se restreint donc a a;,1 = a’ et by = b'.

Le choix de a’ et b’ se fait en tenant compte du fait que le facteur de réduction 7 qui représente
le ratio du nouvel intervalle par rapport au précédent soit constant et que I'on désire réutiliser le
point qui n’a pas été choisi dans l'itération précédente afin de diminuer les cotits de calculs.

Le N™% est le nombre maximal d’itérations que 1'on se fixe. A cette fin, on doit valider un
critere d’arrét de la forme :|b; 11 — ;41| < €, ou € est l'erreur (ou tolérance) que 'on se permet sur
la solution A* du probleme.

Algorithme de la section dorée

_ 1+V56
poser T = =3
poser ag = a
poser by = b

pour ¢ =0,--- , N
poser a’ = a; + T—12(bZ —a;)
poser V' = b; + 1(b; — a;)
si (p(a’) < (b)) alors
poser a; 1 = a;
poser by =0
sinon si (p(a’) > p(V')) alors
poser a; 11 = a’
poser b1 = b;
sinon si (p(a’) = ¢(b')) alors
poser a;, 1 = a’
poser by =
fin si
fin pour 7.

Méthode d’interpolation parabolique

L’idée maitresse de la méthode d’interpolation parabolique consiste a remplacer la fonction cott
¢ par son polynome d’interpolation p d’ordre deux (d’ou I'appelation d’interpolation parabolique)
en trois points g, Yo et zo de I'intervalle [a, b]. Ces points sont choisis tels que : p(z) > p(yo) et
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©(29) > ©(yo). On peut montrer que si on pose

ol o] = LW =2@) - g = $0) = elwo)

Yo — To 20 — Zo

et

1 plro; 20] — wlTo; yol
@[woayo)zo] = )
Z0 — Lo

alors, le minimum est donné par :

_Zot+Y ®[zo; Yol
2 2¢[wo; Yo 20]

n

Il est clair que A* € [xg, yo] selon les choix précédents. On choisit ensuite les trois nouveaux
points de la maniere suivante

e si Yy € [zo, o], on pose alors x1 = xg, y1 = Y1 et 23 = Yo puisque N\* € [z, Yo,
e si Y1 € [yo, 20], on pose alors x1 = Yo, y1 = Y1 et 21 = 2o car A* € [z, Yol

Puis on recommence.
Cette méthode est d’ordre 1.3, c¢’est-a-dire qu’il existe C' > 0 telle que 1'on ait I'inégalité

[yis1 = N[ < Clyira — N2,
On obtient 'algorithme suivant.

Algorithme de P’interpolation parabolique

choisir zg, Yo, 2o dans [a, b] tels que p(zg) > ©(yo) et ©(z0) > (o).
pour ¢ =0,--- N
poser plz;;y,] = LU=t
poser gl y; ] = Hesd=sleiu,
poser = 240 — el
si Yir1 € [z4;y:] alors
poser i1 = &5
POSer Zit1 = Ui
sinon si y; 11 € [y;; 2] alors
poser Tiy1 = Y;
poser 2,11 = %;
fin si
fin pour .

Une des difficultés concerne l'initialisation de I'algorithme. Pratiquement, on peut procéder de
la fagon suivante.

On choisit un point «q de Uintevalle [a, b] ainsi qu’un pas de déplacement positif . On calcule
ensuite p(ap) et ¢(ap + J). On a alors deux situations

e si p(ag) > p(ap + d), alors ¢ décroit et donc X est a droite de ag + J. On continue alors a
calculer (ag + 26), p(ag+39), -+, p(ap + kd) jusqu'a tomber sur un entier k tel que ¢ croit,
c(est-a-dire : p(ag + kd) > p(ap + (K — 1)), avec k > 2. On pose alors

zo = @(ap + (k—2)9),y0 = ¢(ap + (k —1)d), 20 = @(ag + k0).
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o si p(ap) < ¢(ag + 9), alors X est & gauche de ap. On prend —0 comme pas jusqu’a tomber
sur un entier k tel que p(ap — kd) > w(ay — (K — 1)d). On pose alors

xo = p(ag — kd),yo = @(ag — (k — 1)d), 20 = p(ag — (k — 2)k0).

Ceci donne l'algorithme ci-dessous
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Algorithme d’initialisation de l’interpolation parabolique

choisir «p dans [a, b]
choisir 6 > 0
poser o = ()
poser q1 = p(ag + )
si (q1 < qp) alors
poser k = 2
poser ¢z = (g + k9)
tant que (go < ¢q) faire
poser k =k +1
poser go = q1
poser ¢1 = ¢
poser qa = (g + k)
fin tant que
poser rg = qo
poser yo = q1
poser 2y = (o
sinon si (¢1 > qo) alors
poser k=1
poser ga = p(ag — ko)
tant que (go < qo) faire
poser k =k +1
poser ¢o = ¢
poser g1 = qo
poser ga = p(ag — ko)
fin tant que
poser xy = g
poser yo = qo
poser 2y = q;
fin si
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Chapitre 4
Optimisation avec contraintes

Dans ce chapitre on s’intéresse au probleme

a = inf f(x) (P)

zeC

ou C est une partie de R" et f : R" — R.

4.1 Résultats d’existence et d’unicité
On considere tout d’abord la définition suivante :

Définition 4.1.1 On appelle suite minimisante de f sur C toute suite {x*} de C telle

lim f(z*) = inf f(x).

k—+o0 zeC
On montre le résultat d’existence suivant dans le cas ou C' est borné.

Théoréme 4.1.1 (Théoréme de Weierstrass) Si f est continue et C' est compact non vide,

alors le probléme (P) admet au moins une solution optimale.

Pour le cas ou C est non borné, on considere d’abord les définitions suivantes.

Définition 4.1.2 [a fonction f est p-coercive sur C si
f(z)
llzll
||| = +o0
xeC

lim = +00
Sip =0 on dit que la fonction f est coercive.

Théoréme 4.1.2 Si f est continue, coercive, C' est non vide, fermé alors le probléme (P) admet

au moins une solution optimale.

Preuve :
Soit {z*} une suite minimisante de f sur C.
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La suite {z*} est bornée. En effet si ca n’était pas le cas, il existerait une sous suite {z*} de
{z*} telle que ||z*| — +o00. Comme f est coercive, cela impliquerait que o = lim; f(2%) = +o0.
Ce qui est impossible car f est finie en au moins un point de C' car non vide.

La suite {z*} étant bornée, il existe une sous suite {z*'} de {z*} qui converge vers un point 7
de C' car C est fermé.

Comme f est continue, alors on a

o = lim f(2") = f(limz") = f(z).

Donc o = f(Z) € R. O

Dans le cas ou la fonction f est convexe, on a les propriétés suivantes.

Proposition 4.1.1 Soit
Sopt ={r€C: f(z) =a}

lensemble des solutions optimales de (P).

Si C' est convexe non vide et f concave sur C alors
e ou bien S, C Fr(C)
e ou bien f est constante sur C.

Preuve : Supposons f non constante sur C' et S, # 0.
Si Sppe Nint(C) # 0, alors soit z* € int(C) N Sype. On a alors f(2*) < f(x) pour tout z € C.
Comme la fonction f est non constante sur C, il existe € C tel que f(Z) > f(z*) = a.
On a z* € int(C), alors il existe & € C, et t €]0, 1] tels que z* =tz + (1 — t)Z.
La fonction f étant concave, on a o = f(a*) > tf(Z) + (1 —t)f(Z) > ta+ (1 —t)a = a Ce qui
est contradictoire. Donc S, N int(C) = @ par suite S,y C Fr(C). O

Proposition 4.1.2 §i C' est convere compact non vide et f continue et concave sur C', alors

lensemble des solutions optimales de (P) est non vide et contient des points extrémes de C.

Preuve : Comme C' est compact non vide, f continue, alors (P) admet au moins une solution
optimale.

On sait que tout convexe compact est égal a ’enveloppe convexe de ses points extrémes.

Soit z* une solution optimale. Comme z* € C alors il existe a’, i = 1, -+ , p des points extrémes
de C' tels que

p p
xt = Z)\iai avec \; > 0 etZ)\i =1.
i=1 i=1

Comme f est concave sur C, on a

p

f(a") = Z Aif(a').

i=1
Or on a f(a') > f(z*). Ce qui implique que pour tout i € {1,--- ,p}, on a f(a’) = f(z*) et par

suite a' est une solution optimale de (P). O

Proposition 4.1.3 Si C' est un polyédre convexe non vide et f concave et continue sur C et si
a > —oo alors l'ensemble des solutions optimales de (P) est non vide et contient au moins un

sommet de C.
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Preuve : Comme C est un polyedre convexe, on peut écrire C = P + D ou P est un polytope et
q . .
D={d= Zﬂjdﬂ,df € R", u; > 0}.
j=1

Soit = fixé, € P. On a

a < inf [f(Z 4+ d)] = inf [inff(y?: +td)] :

~ deD deD |t>0

Pour tout d € D; f étant concave et minorée sur I'ensemble {x =% +td : t > 0}, on a

inf [f( + td)] = f(3).

>0
En effet, raisonons par 1’absurde, sinon il existerait ¢ > 0 tel que
f(Z+td) < f(2).
Mais alors pour tout ¢ >t on a

f@+td) - f(@) _ f(@+1d) - f(7)

t - t

et donc f(& + td) — —o0 si t — +00 ce qui est impossible car o > —o0.
Il s’ensuit que
inf [f(z+d)] = f(z), VT € P.

deD

Par suite

inf f(z) = inf f(x).

zeC zeP

Comme P est un polytope donc compact, le minimum est atteint et il 'est en un des points
extremaux du polytope. 0

On a le résultat sur I'unicité de la solution optimale.

Théoréme 4.1.3 Si C est convezxe et f strictement convexe sur C' alors (P) admet au plus une

solution optimale.

La démonstration est immédiate.

4.2 Cas des contraintes d’égalité

On suppose ici que :
C={zxeR":hj(x)=0,j=1,--- ¢}
ot les fonctions hj, j =1,--- , ¢ sont définies sur R" et a valeurs dans R.

On considere la définition suivante :

Définition 4.2.1 Soit x € C. On suppose que les fonction h; (j =1,---,q) sont différentiables
dans un voisinage de x. On dira que point x est qualifié si le systéme {Vh;(z*), j=1,---,q} est
libre.
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On a les conditions nécessaires d’optimalité.

Théoréme 4.2.1 (Conditions Nécessaires d’optimalité du premier ordre) Soit z* € C.
On suppose que f est différentiable en x*, que les fonctions h;, j =1,--- ,q sont de classe C* dans
un voisinage de x* € C' et que x* est qualifié. Alors une condition nécessaire pour que x* soit une
solution optimale locale de (P) est que :

Nyt € RY tel que Vf(x +ZMJVh = 0.

(le vecteur p* est appelé vecteur multiplicateur de Lagrange)

On peut reformuler ces résultats en considérant la fonction de Lagrange.

Définition 4.2.2 On appelle lagrangien associé au probleme (P) avec containtes d’égalité, c’est-
a-dire

la fonction
L: R"xR?"—R
(, ) = f(2) + D75 pihy().

Les conditions nécessaires du premier ordre s’écrivent alors avec la fonction de Lagrange de la
facon suivante.

Proposition 4.2.1 On suppose qu f est différentiable en x* € C, que les fonctions hj, j =
1,---,q sont de classe C' dans un voisinage de x* et que le point x* est qualifié. Alors une
condition nécessaire pour que x* soit une solution optimale locale de (P) est que :

V. L(x*, pu*)
VML<x*7 M )

0
I € R tel que { 0

Y a-t-il des situations ou la condition nécessaire du théoreme (4.2.1) ci-dessus est suffisante
pour que x* minimise f sur C'? Oui.

Théoréme 4.2.2 (CNS d’optimalité du premier ordre) Supposons f convexe sur un ouvert
contenant C et les h; affines (i.e. de la forme x — h;(x) = (a;, x)—b; ) linéairement indépendantes.

Alors, un élément x* € C pour lequel
Ju* € R? tel que Vf(z +Z,u]Vh

est un minimum global de f sur C.
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4.3 Probleme avec contraintes d’inégalité

On suppose ici que
C={reR":gx)<0,i=1,---,p}

ou les fonctions ¢;, i = 1,--- ,m sont définies sur R" et a valeurs dans R.

Définition 4.3.1 Soit £ € C. On dit que la contrainte d’inégalité g;(x) < 0 est active en T, si on
a gi(z) = 0.

Pour z € C on note I(z) = {i € {1,---,p} : gi(x) = 0} I'ensemble des indices des contraintes
actives en x.

Définition 4.3.2 On dira que les contraintes sont qualifiées en un point T de C, si l'une des
conditions suivantes est vérifiée :

- Condition de qualification globale de Karlin : toutes les fonctions g; sont affines et
C non vide.

- Condition de qualification globale de Slater : toutes les fonctions g; sont convexes et
différentiables sur un ouvert contenant C, et 3% € C tel que : g;(Z) < 0 pour tout i, c’est-a-dire
que C est d’intérieur non vide.

- Condition de qualification locale d’indépendance linéaire : les fonctions g; sont
toutes différentiables dans un voisinage de T et le systeme formé des gradients des contraintes
actives en T est libre.

On a les conditions d’optimalité :

Théoréme 4.3.1 (CN d’optimalité de Kuhn- Tucker)
Soit x* € C'. On suppose que pour tout v, les g; sont toutes différentiables dans un voisinage de
x* et que les contraintes sont qualifiées en x* . Alors une condition nécessaire pour x* soit une

solution optimale locale de (P) est :

I e RY tel que :
Vix*)+32  ANVgi(z*) =0

Dans le cas ou le probleme (P) est convexe, la condition nécessaire d’optimalité de Kuhn-Tucker
est aussi suffisante.

4.4 Probleme avec contraintes d’égalité et d’inégalité

On s’intéresse ici au

n gl(x)govl:va)}
C=qxeR": .
{ h](’x):Oa]:laaq

ou les fonctions g;, i =1,--- ,pet h;, j=1,---,q sont définies sur R" et a valeurs dans R.
Comme dans le cas précédent, pour z € C on note I(z) = {1 € {1,---,p} : gi(x) = 0}
I’ensemble des indices des contraintes actives en x.
On définit ici aussi les conditions de qualification.
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Définition 4.4.1 On dira que les contraintes sont qualifiées en un point T de C, si l'une des
conditions suivantes est vérifiée :

- Condition de qualification globale de Karlin : toutes les fonctions g; et h; sont affines
et C' non vide.

- Condition de qualification globale de Slater : toutes les fonctions g; sont convezes et
différentiables sur un ouvert contenant C, les fonctions h; sont affines linéairement indépendantes,
et 3% € C tel que : g;(T) < 0 pour tout i.

- Condition de qualification locale d’indépendance linéaire : les fonctions g; et h;
sont toutes différentiables dans un voisinage de T et le systeme formé des gradients de toutes les
contraintes actives en T est libre c’est-adire : {Vg;(z), i € I[(z), Vh;(z) j=1,---,q} est libre.

Théoreme 4.4.1 Soit x* € C. On suppose que les fonctions f, g; et les h; sont continiment
différentiables dans un voisinage de x* et que les contraintes sont qualifices en x*. Alors une

condition nécessaire pour que x* soit une solution optimale locale de (P) est que :

( El)\jzoa izla"'7p7 ,LL;EIR7 ]Zlaaq
tels que

V(") + 30 NV agi(a*) + 320, 1 Vhy(a*) =0,

* * S .
[ Afgi(*) =0, i=1,---,p.
Dans le cas convexe la condition nécessaire devient aussi suffisante.

Théoréme 4.4.2 (CNS d’optimalité de Kuhn-Tucker)

Soit z* € C. On suppose que les fonctions f, g; sont convexes et continument différentiables dans
un voisinage de x*, les hj sont affines et que les contraintes sont qualifiées en x*. Alors x* est une
solution optimale globale de (P) si et seulement si :

( El)‘;kzoy 7'2177297 M;ER7 .]:177q
tels que

V() + 30 NV agi(a*) + 320, wiVhy(a*) = 0,

[ Ajgi(z*) =0, i=1,---,p.
Comme dans les cas précédents, on définit la fonction de Lagrange.

Définition 4.4.2 On appelle lagrangien associé au probléme (P) avec containtes d’égalité et
d’inégalité, c’est-a-dire

la fonction
L: R"xRL xR?" —R
(@, A, 1) > @) + D20 Nigi(@) + 325 pihy ().
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On montre alors

Proposition 4.4.1 Soit x* € C, on suppose que les fonctions f, les g; et les h;j sont continument
différentiables dans un voisinage de x* et que les contraintes sont qualifices en x*. Alors une
condition nécessaire pour qu’il soit une solution optimale locale de (P) est :

INERE, wjeR, j=1,---,q tel que :
V. L(z*, X, 1*) =0
)‘:gl<x*> = 07VZ S {17"' 7p}'
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Chapitre 5

Notion de dualité

5.1 Généralités

5.1.1 Définitions

La notion de dualité introduite dans cette section est tres générale.

On suppose donnés deux ensembles X et Y quelconques qui ne doivent donc pas étre des
espaces vectoriels.

Soit f: X — R une fonction. On considere le probleme d’optimisation

(P) inf f(x)

zeX

que l'on appelle probleme primal.
Supposons que 'on puisse représenter f(z) par un supremum

f(z) = sup p(x, y) (5.1)

yey

onp: X xY —R.
Lorsque f s’écrit comme ci-dessus, le probleme primal devient

(P) inf sup p(z,y)

zeX yeY

On définit
Définition 5.1.1 On appelle probléeme dual de (P) relatif a ¢ le probléme noté (P*) et défini par

P*). sup inf ¢(x,
(P7) sup fuf (@, y)

Le probleme dual consiste a minimiser la fonction
— inf o(z,y).
y— inf p(z,y)

Pour chaque y € Y, il faut résoudre un probleme de minimisation pour connaitre la valeur de la
fonction a maximiser! Le probleme

inf o(x,y)

est appelé probleme interne associé a y € Y.
On peut souvent représenter f comme en (5.1) au moyen de différentes fonctions ¢. A chacune
d’elles correspond un probleme dual différent. Il n’y a pas unicité du probleme dual.
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5.1.2 Liens entre problemes primal et dual

La proposition suivante donne une relation entre les valeurs optimales de (P) et (P*).

Proposition 5.1.1 On a

sup inf p(z,y) < mf sup ¢(x,y). (5.2)
yey zeX yEY

Preuve : On a
inf o(z,y") <p(a',y) Va' € X, Vy' €Y.

zeX

En prenant le supremum en ¢ € Y, on obtient

sup inf ¢(z,y) <supp(z’,y) V' € X.
yey T€X yey

Le membre de gauche est independant de 2, on peut donc prendre I'infimum en 2’ € X a droite
et garder I'inégalité. Ceci conduit au résultat. 0J

En général, lorsqu’on n’a pas égalité en (5.2), les solutions éventuelles des problemes primal
et dual n’ont pas de rapports entre elles. D’autre part, I'existence de solutions primale et duale et
I'égalité en (5.2) sont étroitement liés a l'existence de point-selle de .

Définition 5.1.2 On dit que (Z,y) € X X Y est un point-selle de ¢ sur X XY si on a
p(T,y) < o(T,9) < p(z,y) Ve e X, Vy Y.

Donc z — ¢(z,y) atteint un minimum en
et y — ¢(z,y) atteint un maximum en g.

La proposition suivante précise le lien entre la notion de point-selle et I'existence de solutions
pour les problemes primal et dual.

Proposition 5.1.2 Un couple de points (Z,y) € X x Y est un point selle de ¢ sur X XY si et
seulement st T est solution du probleme primal, i est solution du probléeme dual et on a

sup inf p(z,y) = inf sup p(z,y). (5.3)

yey T€X reX yey

Dans ces conditions la valeur en (5.3) est p(Z, 7).

Définition 5.1.3 Soit X C R" et Y C R™ deux convexes non vides et ¢ : X xY — R. On dit
que p est convexre-concave sur X XY si:
i) pour tout y € Y la fonction

o(,y): X — R

est convexe
i) pour tout x € X la fonction
o(x,.): Y — R

est concave.
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On a le theoreme d’existence de points-selles suivant :
Théoreme 5.1.1 Soit X C R" et Y C R™ deuz convexes fermés non vides et
p: X XY —R

conveze-concave sur X X Y.
On suppose que :
i) X est borné ou bien il existe un yo € Y tel que

lim 90(377?/0) = +OO7
|z]| = +o0

reX
it) Y est borné ou bien il existe un xo € X tel que

lim ©(xg,y) = +00.
[yl = 400

yey

Alors l’ensemble des points-selles de ¢ sur X XY est un compact non vide de X x Y.

5.2 Dualité lagrangienne

On considere le programme mathématique sous la forme générale

(P) = inf f(z)
ou
g(z) <0
C=<¢zeR": h(z)=0
re X
avec

g:R"—RP, h:R"—R? et X CR".
On considere le lagrangien associé a (P) suivant :
R™ x RE. x R® — R
(@, A ) — Lz, A p) = fx) + (X 9(2)) + (s, h(2)).

On montre facilement que

Proposition 5.2.1 On a
a=inf sup L(z,A p)
A>0

1

Proposition 5.2.2 On a

inf I < inf L
sup  inf L(z, A, p) < inf - sup Lz, A, p)

X
A>0 A>0
p 1
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Considérons la fonction

RY x RT — R
(A, 1) — infrex L(z, A, ),

c’est-a-dire que
O\, p) = nf [f(z) + (X, g(x)) + (p, h(2))]

zeX

On définit le dual de (P)

Définition 5.2.1 On appelle dual de (P) relativement au lagrangien L, le programme

(D) 5= s inf L(z. A p)
/\ Z 0 xre
1

c’est-a-dire

B= sup O\ p).
A>0

La fonction 0 est appelée fonction duale.
Par opposition le probleme (P) est appelé probleme primal et la fonction f, fonction primale.

Remarque 5.2.1 FEtant donné un programme mathématique, plusieurs probléemes duals peuvent
étre obtenus en fonction des contraintes retenues dans le lagrangien.
Le choix est lié aux difficultés qu’on peut rencontrer dans [’évaluation de la fonction duale.

On a la propriété suivante :
Proposition 5.2.3 La fonction duale 0 est concave en (A, ).

Théoréme 5.2.1 (de dualité faible) Siz et (A, ) sont respectivement solutions réalisables de
(P) et (D), alors on a f(x) > 0(\, u).

On en déduit les résultats suivants :
Corollaire 5.2.1 Ona o> .
Définition 5.2.2 [a différence o — 3 est appelée saut de dualité.

Corollaire 5.2.2 Si 7 et (\, ji) sont respectivement solutions réalisables de (P) et (D) et vérifient
f(z) <O\ 1) alors T est solution optimale de (P) et (), i) est solution optimale de (D)

Définition 5.2.3 On dit que le probléme (P) respectivement (D) est non borné si a = —oo
respectivement 3 = +00.

Corollaire 5.2.3 Si le probléme (P) est non borné alors (D) est impossible c’est-a-dire n’admet

pas de solution réalisable. Si le probleme (D) est non borné alors (P) est impossible.
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Théoréme 5.2.2 (de dualité forte) On suppose dans le probléme (P) que X est conveze et
non vide, f et g sont convexes c’est-a-dire que les composantes de g sont convexes, h est affine
0 € int(h(X)). Si

3z € X, tel que g(z) <0, h(Z) =0,

alors il n’y a pas de saut de dualité c’est-a-dire que o = [3.

En outre, si «a est fini et est atteint en un point T alors [ est fini et est atteint en (A, i) avec

A>0 et ()N g(7)) =0.
On sait que

Proposition 5.2.4 Si (z*, (\*, u*)) est un point-selle du lagrangien avec x* € X, alors x* est
solution optimale de (P) et (A\*, u*) est solution optimale de (D).

On montre que

Théoréme 5.2.3 On suppose dans le probleme (P) que X est conveze et non vide, f et g sont
convezes, h est affine, 0 € int(h(X)) et que

3z € X, tel que g(z) <0, h(Z)=0.

Six* est solution optimale de (P), alors il existe (A\*, u*) réalisable pour (D) tel que (x*, (X, u*))
soit un point-selle du lagrangien.

On a la relation suivante entre point-selle du lagrangien et point de Kuhn-Tucker.

Définition 5.2.4 On considére le probleme (P) avec les fonctions f, g différentiables et h est
affine. Si pour x* € C il existe \* € R, u* € R? tel que

V(") + 22 A Vgi(a®) + 305 1 Vhy(a7) = 0,

)\:gl(‘r*) =0, 1= 17 Y 2
on dit que le point (x*, \*, u*) est un point de Kuhn-Tucker pour le probléme (P).

On montre que

Théoreme 5.2.4 On suppose que les fonction f, g sont convexes différentiables et que h est
affine.

Si (x*, \*, u*) est un point de Kuhn-Tucker pour le probléme (P) alors il est un point-selle pour
le lagrangien.

Réciproqguement, si (x*, \*, u*) est un point-selle pour le lagrangien avec z* € C, x* € intX et
A* >0, alors (x*, \*, u*) est un point de Kuhn-Tucker pour le probléme (P).
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