LM360 Mathématiques 2008

TD de topologie et calcul différentiel— Corrigé

de la Feuille 8: Extremum et Théoreme des
accroissements finis

Groupe de TD 5

Corrigé 1 (examen janvier 2008). On note ||(x,y, 2)|| = max(|z|, |y|, |z|). Rap-
pelons que l'on a
Yz

{ f(z,y,2) P
£(0,0,0)=0

si (z,y,2) # (0,0,0)

a) Comme f est une fonction polynomiale en ses coordonnées sur (]0, +oo[)?, f
est de classe C* sur (]0, +o0[)?, a fortiori de classe C'. Il reste a étudier la
continuité en (0,0,0). Remarquons que pour tout x,y,z > 0, on a

T +y+z > max(x,y, 2) = [[(z,y, 2)] e

I suit que, pour tout (z,y,z) € R% —{(0,0,0)}, on a

- (.. 2[)
O g Y, = = g ) J = W 2 N2
o) =y <I0v?) = eyl
e I’, 7Z O
S

ce qui démontre que f est continue en (0,0,0) (note: par équivalence des
normes en dimension finie, il est tout a fait légitime d’utiliser la norme
Il ||lco pour démontrer le résultat; mais on pourrait aussi utiliser une autre
norme...).

b) Tout d’abord, K := {(z,y,2) € R* |z > 0,y > 0,z > 0,2 + y* + 2* = a*}
est compact d’apres le Théoreme de Riesz car R? est de dimension finie (K
est la sphere de rayon a pour la norme euclidienne). Comme f est continue
sur K elle admet alors un maximum et un minimum sur K (remarque: le
minimum est évidemment 0). Appliquons le théoreme des multiplicateurs
de Lagrange & K = @ *({0}) ou ®(z,y, 2) = 2> + y* + 2> — a® est de classe
C' (® est polynomiale...). On a

Jac(®)(py-) = (22, 2y, 22) #0

si(x,y,2) € K (car (0,0,0) ¢ K) ce qui assure que 99, . est surjective
en tout point (z,y,z) € K. Le théoréme des multiplicateurs de Lagrange
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assure alors que le maximum de f est atteint en un point (x,y, z) tel que
O f(a,y,2) s0it colinéaire a 0P, ,, .). Or

o yplytz—x) z2(z+z—y) wylr+y-—2)
<Mdﬂ@wr—<(m+y+@3 (@ +y+2)3 (x+y+@3)'

On en déduit que 0P, ») et Of(4,y,-) sont colinéaires si et seulement si
y-(yzly+z—2) =z (z2(x+ 2 —y)),

z2-(yely+2z—x)) =z (zy(z+y—2)),
z-(@z(z+z—y)) =y (yz(z +y—2)).
(ces égalités sont données par les trois déterminants de taille 222 obtenus en

0P (g.y.2)
Of(wy.2)
La premiere égalité se réécrit (en simplifiant par z)

considérant la matrice ( > YRappelons que I'on suppose z, y, z > 0.

2y —2)y+x) = (z —y)(a® +°).

Orsi y # x I’équation ci-dessus se simplifie en z(y+x) = —(2*+y?) ce qui est
basurde puisque z,y, z > 0. Par conséquent, on a né¢éssairement que x = .
En raisonnant de méme avec léquation z- (yz(y+z—2)) = z- (xy(z+y—=2)),
on obtient x = z. Réciproquement, si x = y = z, alors il est aisé de vérifier
que 0P, ») est colinéaire a df(,., ).

a
Comme (7,y,2) € K on a alors 37> = a* d'ott ¥ = ﬁ On a trouvé une

seul maximum possible (note: on ne trouve pas de valeur correspondant au
minimum, car celui-ci est atteint en des points ou f n’est aps différentiable,
cest & dire z = 0, y = 0 ou z = 0)' On en déduit que le maximum de f
vaut

F ( a a a ) _a
V3 V3'V3)  9v3
c) Sizx =y =2z=0, il n’y arien a prouver. Sinon, on applique la question bf a)
pour a = v/x% + y? + 22. On en déduit alors que

| zyz | o VAt 2P
(lzl+]lyl+12])? " 93 93

ce qui donne immédiatement le résultat demandé.

Fl Tyl 120) =

'En toute rigueur, il faudrait justifier I'utilisation du théoréme puisque f n’est pas différen-
tiable en certains points de K. C’est possible car, comme f((0,0,0)) = O,par continuité, le
maximum est forcément atteint en un point situé dans [6, a]® ot1 & est un réel > 0.
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Corrigé 2. Voir le polycopié du cours de Pierre Schapira. Il est bon de traiter des
exemples concrets. Par exemple regardons le cas de la droite D : 2z +y+1 =20
et de la parabole P : y = 2z On cherche & minimiser la distance ||(z,y) —
(z,t)]] ou (z,y) € D et (z,t) € P. Cela revient au méme de minimiser ||(x,y) —
(z,)||*> = (z — 2)* + (y — t)%. Noter que ||(z,y) — (z,1)|| n’a pas de maximum
(puisque la parabole est non bornée). Enfin la distance est atteinte car ||(x,y) —

(z,0)]] — oo, donc on peut se restreindre & un compact de R*
maz(|[(z,y)]], [|(z,8)[) —+o0

pour calculer cette distance.
On note f : R* — R la fonction f(x,y, z,t) = (v — 2)? + (y — t)?. On cherche
donc le mimimum de f sur D x P C R* Il est clair que D x P = &;*({0}) N
51({0}) on ®; : R* — R sont définies par

Oy (x,y,2,t) =2x +y+1, Oy(z,y,2,t) =t — 227

(®, est donnée par 'équation de D et ®, par celle de P). On note & = (P, Dy).
Les applications ®; sont de classe C*. Il est clair que 0Py, . 1) €t 0Py (4, . 1) sont
linéairement indépendantes car

21 0 0
Jac(P)(zy,21) = ( 00 —2z 1 )

est de rang 2 (considérer la matrice extraite en gardant les colonnes 2 et 4). On
peut donc appliquer le théoreme des multiplicateurs de Lagrange pour trouver
d’éventuels extrema. Un extremum (x,y, z,t) € D x P doit vérifier que 9 f(, -1
est combinaison linéaire de 9@, . ;) et 0Py, . ). Autrement dit la matrice (de
rang au moins 2 vu ci-dessus)

2 1 0 0
0 0 —2z 1
2@ —2) 20y—1t) 2@@—-2) —2(y-—1)

n’est pas de rang 3. Il faut donc que tous les déterminants (3 x 3) extraits de la

matrice soient nuls. On obtient (apres simplification) le systeme
20y—t) = x—z
2z(y—t) = z(x—2)
—2z(y—1) = (z—=2)

Si z=0, on obtient z =0 et y =¢. Or (0,y,0,y) € D x P implique y + 1 =0 et
y = 0 ce qui est absurde. On peut donc supposer z # 0 ce qui simplifie le systéeme
en

r=2y—1t)+z (y—1t)(2z2+1)=0.
On conclut que y =t et = z ou bien z = —1/2. Il est immédiat que (x,y,x,y) ¢
D x P (car DNP = (). Finalement le minimum ne peut étre obtenu que pour z =
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—1/2. Auquel cas I’équation ¢ = 2z* donne t = 1/2. On en déduit z = 2y—1—1/2
et 2r+y+1=0 (car (x,y) € D). Dou x = —=7/10, y = 2/5. Comme (vu-ci
72 11

dessus) on sait qu'un minimum global de f existe, le point (—1—0, 5 T35

bien un minimum de f.

Conclusion: la distance de D a P est

Corrigé 3. Soit B(0,7) la boule ouverte de centre 0 et de rayon r > 0 dans R®.

a) Puisque B(0,r) est ouverte, une condition nécéssaire pour que (z,y,z) soit
un extremum est 0f(;,.) = 0. On a

Jac(f)ays =3( 2> —y—2z =z 22— ).

Donc Of(z,y,) = 0 si et seulement si

2

2’ =y+2z P =y+z
r =y’ r =y’
T = 2° y==+z
Siy = —z, on obtient 2> = 0 dotz = O puis y = 2 = 0. Si y = z,

on obtient y* = 2% = 2y ce qui donne y = 0 (auquel cas © = z = 0) ou
y = V2 = z (qui donne x = v/4). On a donc deux candidats extremums

(0,0,0) et (V4,/2,3/2).

b) Pasons a la réciproque. On a

20 -1 -1
Hess(f)ayy=| —1 2y 0
-1 0 2=z

qui n’est clairement pas inversible en (0, 0,0). Remarquons que f(0,0,0) =
0. Clairement f(z,0,0) = 2° est du signe de x. Donc (0,0,0) n’est pas
un extremum local. On a det(Hess(f) () = 2y + 22(4xy + 1) > 0 en

(V/4,V/2,v/2). De plus 2v/4 > 0 et, pour (z,y, 2) = (V4,vV2,v/2) on a dzy+

1 =9 > 0 également. Tous les mineurs principaux de Hess(f) vz 35 v
sont > 0, donc Hess(f)( ¥4, ¥/3, /3) est définie postive et il suit que (\“71, V2, V/2)

est un minimum local (et f(v/4,V/2,v/2) = —4). Ce n’est pas un minimum
global puisque f(x,0,0) = 2* — —oo.

1 2
Corrigé 4. Soit f(x,y) = (Zsm(:z: +y), 1+ garctg(x —y))

4



1) On a, pour tout h, k € R? et x,y € R?,

cos(z +y),

h+k 2h — 2k
Ofe) - (hF) = ( )

31+ (z—y)?)
Il suit, en prenant ||(z,y)|1 = |z| + |y| que
11
10 fey - (hs Kl < LR] + (K] (5)-
Comme R? est convexe, le théoreme des accroissements finis implique que,

pour tout (z,), (¢',y') on a

11

17) = 169 < 5 I

Z, y) - (w',y’)Hl
ce qui assure que f est contractante (11/12 < 1).

2) Comme R? est de dimension finie, il est complet. Puisque f est contractante
le théoreme du point fixe donne la conclusion.

Corrigé 5.

a) D’apres le théoreme des accroissements finis (il s’applique puisque R" est
convexe), ||Dg(x)|| < k pour tout point x de R" implique

lg(x) — g(y)|| <kllz —y|l, pour tout z,y € R".

Comme k < 1, g est contractante. Montrons que f est injective. Si f(x) =
f(y), alors x —y = g(y) — g(z). Compte tenu de l'inégalité précédente, il
vient

lz =yl < kllz—yl

Or k < 1, donc nécessairement x = y.
b) On dit que ||f(x)|| tend vers I'infini lorsque ||z|| tend vers I'infini si
VM >0, 3N > 0 tel que pour tout z € R, ||z]| > N = ||f(z)|| > M
Ceci équivaut a: pour tout M > 0, il existe N > 0 tel que
Ve e R, |[f(z)] < M = [lzf| <N

Autrement dit I'image réciproque de la boule de rayon M est incluse dans la
boule de rayon N. Il est facile de voir que ceci équivaut au fait que 'image
de tout ensemble borné est borné.

Ceci étant, pour tout x € R", on a:
lz = g(@)|| = [lz]] = llg(z) — g(O)[| = l|g(0)]
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g étant k-lipschitzienne, il vient

1F @) = (1= F)ll]] = [lg(O)]]

Donc si M > 0, il suffit de poser N = (M + ||g(0)||)(1 — k)~'. De sorte que
|lz|| = N implique
(1 =E) |zl = [lg(O)] = M,

et donc || f(x)|| = M.

c) Soit y € R"™. On cherche z tel que f(z) =y, autrement dit z = y — g(x). Donc
x doit étre un point fixe de z — y — g(x). Cette application est contractante
car g 'est. Le résultat découle alors du théoreme du point fixe. Il est licite
d’appliquer ce théoreme puisque g est contractante et R" est complet.

d) Il découle des questions précédentes que f est une bijection. Montrons que f
est un difféfomorphisme de R". f est différentiable car g l'est, de plus pour
tout © € R" et u € R",

8f(m) . (u) =u-+ 89(,;) . (u)

109(@) || < k implique [|0g() - (u)|| < Klull et donce [[0f() - (w)]| = (1= k)[lul].
De cela on déduit immédiatement que Of(,) est injective, donc bijective
d’apres le théoreme du rang. Il découle alors du théoreme d’inversion locale
que f est un difféomorphisme de R" (rappelons que la différentiabilité n’est
qu'une question locale, contrairement a l'injectivité).

Corrigé 6. a) L’inégalité of|z —y|| < || f(x) — f(y||) donne immédiatement que
f(z) = f(y) implique = = y, autrement dit f est injective.

b) On utilise la caractérisation des fermés par les suites. Soit (z,,) une suite
convergente de R™ & valeurs dans f(R"™). Montrons que sa limite z appartient
a f(R"). Par définition, z,, est de la forme f(z,,). On cherche z tel que
f(x) = z. Par hypothese,

allzm = zpll < fl2m — 2l

La suite (z,) est convergente, donc vérifie le critere de Cauchy. D’apres
'inégalité ci-dessus, il en est de méme pour (z,,), qui est donc convergente.
Soit x sa limite, f étant continue, f(z) = z.

c) Soit x et u dans R" fixés. Par hypothese, pour tout t € R,
tlefull < [If(z + tu) = f(2)]
D’autre part, f étant différentiable,
Fla -+ tu) = f(&) + 0 - (1) + to(D)
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o(1) désigant une fonction qui tend vers 0 lorsque ¢ — 0. On déduit alors
de l'inégalité précédente que

tladlull < [t[([0f@) - (W)l + o(1))

On simplifie alors par |t| (lorsque t # 0!), et on passe a la limite ¢ — 0, il
vient

allull <10 f@) - (]

De cette inégalité on déduit que Of(,) est injective, donc inversible d’apres
le théoreme du rang. D’apres le théoreme d’inversion locale, f est alors
ouverte. Par conséquent f(R™) est ouvert. Ainsi f(R") est une partie non
vide a la fois ouverte et fermée de R™ qui est connexe, donc f(R") = R",
autrement dit f est surjective.

d) On a déja montré que f était bijective et que sa différentielle était inversible en
tout point, f est donc un difféomorphisme de R" (comme dans I'exercice 5
le fait que f~! soit différentiable est une propriété locale, en particulier
découle du théoreme d’inversion locale).

Corrigé 7.

1) Soit hq,...,h,1 € R distincts et non nuls. Alors, la formule de Taylor a
l'ordre n — 1 (vérifier les hypotheses avant de I’appliquer) donne pour tout

r € R,
flx+hy) Z o )+ h'R;
ou le reste R; vérifie
1
R, < —hf sup | FM )] < =1 oo 1
s 101 ) 0

En particulier, en notant y; = f(x + h;) — f(z) — hi'R;, on a un systeéme
linéaire de n — 1 équations en les inconnues f®(z) (1 < k< n—1):

( n—1 1
Ehlff(k)(x) =0
k=1
n—1 1
SO = e
k=1~
o
\ k=1



Le déterminant de ce systeme vaut
1 Th
J _ J
det (ﬁh) | = (H 7) VAM(hy, ... hyy)
i i=1

ouVdM(hy,...,h,_1) est la matrice de Van der Monde.? Comme les h; sont
tous distincts, ce déterminant est non nul et on peut résoudre le systeme
(en utilisant les formules de Kramer) pour obtenir, pour tout 1 <k <n—1,

n—1
f(k)(ﬁ) = Z Mk Yi
i=1

ou la matrice M = (mi’j)ij—l ., a ses coefficients qui sont des polynomes

en hy,...,h, 1. Remarquons que l'inégalité (1) implique que
n 1 n
il < [f(@+ ha)| + [ f(@)| + [hf Rl < 2[fll0 + ﬁHf( oo

On en déduit (en choisissant les h; < 1) que

n—1

1 n
1790 < Y el (200 + £ )

i=1
En particulier £ est bornée.

2) Dans le cas particulier n = 2, les calculs de la question a) se simplifie en

flet+h)—flz) h

/
= - =R
f'(z) Y 5 1
NPy : [ flloo Al Moo -
d’on on déduit immédiatement || || < | 2 Y + 5 . La fonction
h ”
h s 2HfH°° + EES a un minimum en h = 2 H]iHOO . On obtient
h 2 17 [l
finalement
1/ oo < VI llsolLf7 Moo
1 oz 2} - 2Pt
1 oz 2l - ab?
*Rappel: VdM (z1,...,2,) = . . o . . Il est bien connu que
det (VdM (z1,...,2y)) = H (xj — ;). En particulier, ce déterminant est non-nul si et

1<i<j<m
seulement si les x; sont deux a deux distincts.



